HAHN-BANACH TEOREMI VE SONUCLARI

G.F.Simmons 1963 tarihli ” Introduction to Topology and Modern Analy-
sis”” adly mikemmel kitabinda soyut bir matematisel yapuyr anlamanin en 1yi
yollarindan biri olarak ”* o matematiksel yaprdan ayni yapiya sahip en basit
yaprya giden ve var olan yapuy koruyan donisiumlerin calistlmasimin en yi
yollardan biri oldugunu soyler. Bu ilkenin gruplarin, halkalarin, ve cebirlerin
yaprlariny anlamakta ¢ok etkin oldugunu belirtir”.

Nesin Matematik Koyinde 22 Agustos-2 Eylil 2008 tarihlerinde verdigim
dersin ilk kismanin notlart olan bu notlarda bu ilkenin normlu uzaylar icin
nasil calistign ile bashyacagiz.

X normlu bir uzay olsun.X ftizerindeki tiim gercel veya karmasgik degerli
stirekli (smirl) fonksiyoneller, X deki x ve a sayilari igin

(f +9)(x) = f(z) + 9(z)

ve

(af)(x) = a(f(z))

ile tanimlanan toplama ve skalar ¢carpma altinda bir vektor uzayi olur. X
in duali olarak adlandiracagimiz bu uzay1 X' ile gosterecegiz. X',

Al =A1f@)] 2 e X, ]| < 1}

normu ile donandiginda bir Banach uzay1 olur.

Bir ornek vermek amaci ile, X oOlgiim uzayi, bu uzay iizerinde p ile
gosterecegimiz bir ol¢iim ve 1 < p < oo saglayan bir p gercel sayisi alalim.
LP ile | f(x)|P fonksiyonunun integrallenebilir oldugu &lgiilebilir fonksiyonlar:
gosterelim. Eger g ,1/p 4+ 1/q = 1 esitligini saglayan q gercel sayisi igin LY
uzaymnin bir ogesi ise, g ile LP tlizerinde F} ile gosterecegimiz bir fonksiyonel
tanimliyabiliriz:

F(f) = / Fgu(t)

Integraller i¢in Holder esitsizligini kullanarak

[Fyf ()] = I/f(t)g(t)ﬂ(t)l < /If(t)g(t)lu(t) < I£1lxllgllq
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Buradan F, fonksiyonelinin LP uzay1 tizerinde ||F,|| < ||g|| esitsizligini
saglayan sinirli bir fonksiyonel tanimladigini goriiriiz. Esasinda burada ||F|| =
l|lg|| esitligi vardur.

Ozetlersek, L7 uzayindaki her g fonksiyonu icin L? uzaymda siurh(siirekli)
fonksiyonel tanimliyabilecegimizi gordiik. Esasinda LP uzay: tizerindeki her
stirekli fonksiyonelin L7 daki bir g icin £, biciminde tanimlanabilecegini biliy-
oruz. Biraz daha ileri giderek, g — F, iligkisinin dogrusal ve uzaklik koruyan
bir doniigiim oldugunu soyliyebiliriz.

Yazdiklarmmizi (LP) = L9 olarak ta Ozetliyebiliriz. Dogal sayilarin alt
kiimeleri tizerinde sayim ol¢iimiiniin alindigi 6zel durumda dizi uzaylari
elde ederiz. Ornegin, bu durumda LP uzaymm karsihg 7 = {z = (z,) :
> |za|P < oo} uzayr olur. Gergel analizin konusu da olabilecek bu 6rnegi
fazla uzatmadan, 1 < p < ¢ olmak iizere, (I,) = 19, (I') =1 ve (¢p) = 1!
seklinde ozetliyebiliriz.

Simdi dual uzaylarmin 6énemli bir 6zelligi olan tamligini ele alalim. Yani
X bir norm uzay1 ve X', X’in ||f|| = sup{|f(z)| : z € X,||z|| < 1} normu
ile donanmig duali ise X’ bu normda tamdir.Icindeki her Cauch dizisi yine
X' niin bir 6gesine normda yakinsar.Bu onemli 6zelligin kanit1 yerine ayni
emegi hercayarak kanitlayabilecegimiz bir teoremi kanitlayacagiz ve duallerin
tamligini bu teoremin sonucu olarak elde edecegiz.

Teorem X, Y normlu uzaylarve ve Y tam ise X den Y uzayimda deger
alan siirekli doniigtimler uzay1 L(X,Y") doniigiim normu

T = sup{|T ()| - [|=[| < 1,2 € X}

ile donandiginda, bir Banach uzayidir.

Kanit Kugkusuz 6nce dontigiitm normunun bir norm oldugunu kanitlamaliyiz
ama bunu size birakiyorum. (7,,), L(X,Y') uzayinda bir Cauchy dizisi olsun.
Eger x, X uzaymin keyfi bir 6gesi ise

T (@) = Tu(@)[| < (T = To)|| < | Tn = T l]]]

esitsizlikleri T},(x) dizisinin Y Banach uzayinda Cauchy dizisi oldugunu
verir. Dolayisi ile bu dizinin lim,,T'(z) ile gosterecegimiz bir limiti vardir.Bu
sekilde z — T'(z) ile X uzayindan Y uzayina bir doniigiim tanimliyabiliyoruz.
T doniigtimiiniin dogrusalligi normlu uzaylarda toplama ve sayilar ile carpmanin
normda stirekliliginin sonucudur. Kanit i¢in geriye kalan tek eksik 7" dontigiimiiniin
siirekliligidir. Kanitin bu tarafi diizgiin yakinsayan siirekli fonksiyonlar dizisinin



limitinin de siirekli olmasi ile aynidir. Animsarsaniz bir normlu uzayda Cauchy
dizisinin 6geleri sinirh bir dizidir.Dolayisi ile

1T ()] = [[lim, T ()| = Lim|| T, (2) ]| < sup([[Talll[z]]) = (supl[Tul)]|]]

esitsizligi 7' doniigtimiiniin sinirliligini ve dolayisi ile siirekliligini verir. Eger
||T, — T|| — 0 oldugunu da gosterebilirsek L(X,Y") uzaymnn tamhgim elde
edecegiz. Bu baglamde (7},) dizisi déniigiim normunda Cauchy oldugundan
verilen € > 0 pozitif sayisi i¢in kendisinden biiyiik m,n icin ||T,, — T,|| < €
saglayan ng(e) sayist bulabiliriz. ng sayisimin yukaridaki se¢imi ve m,n > ny
ve ||z]| <1 saglayan x 6gesi igin

T () = To(@)[| < [T — Talll|2|] << e

Bu egitsizlikte m sabit tutulup, n tizerinden limit alir ve normun siirekliligini
hatirlarsak

T () = To(@)[| = [|Tn(2) = Tu()|

elde ederizki, bu m > ng ve ||z|| < 1 saglayan x Ggeleri igin

||Tm_T|| <e

verir. Kugkusuz bu son egitlik ise m > ng icin

|Tw =Tl = €

vereceginden, verilen Cauchy dizisi (7,) nin L(X,Y’) uzayinda limiti olan
T doniigtimiini bulduk.

O

Sonuc X normlu bir uzay ise duali X’ dual norm ile donandiginda
tamdir.

Dual uzaylar hakkinda hemen her sey Hahn-Banach Teoremine dayanir
dersek fazla abartmig olmayiz. Bu teorem bir altuzayda tanimli bir fonksiy-
onelin dogrusal ve stirekli olarak, tistelik normunu da koruyacak bigcimde,
tiim uzaya genisletilebilecegini soyler.

Bunun i¢in 6nce verilen bir fonksiyoneli tanimlandigr altuzaydan, boyutu
bir fazla olan altuzaya nasil genisletebilegegimizi 6grenelim.

Onteorem M , N normlu uzayimin bir altuzayi, f, M uzayinda siirekli bir
fonksiyonel olsun. M nin 0gesi olmayan bir xg vektorii secelim ve M, ile M



ve xq tarafindan gerilen uzay1 gosterelim. Yani, My = M + Ger(xg) olsun. f
fonksiyoneli My uzayinda tanimly, || f|| = || fo|| saglayan bir f, fonksiyoneline
genigler.

Kanit Verilen N uzayiin gercel cisim tizerinde tanimlandigini varsayalim.
f yerine f/||f|| alarak verilen fonksiyonelin boyunu, yani normunu,1 kabul
edebiliriz. M, uzayindan alacagimiz, sifirdan farkl her y vektorinii, x € M
ve « sifirdan farkli olmak iizere ve tek bir bigimde

Yy =x+ axg
olarak yazabiliriz. Simdi
Jolazg + z) = f(z) + arg

ile tamimlanan f, fonksiyoneli f fonksiyonelini her ry sayisi i¢cin M, uzayina
genigletir. Daha dogrusu ry sayisini fo(zg) alirsak, bir genigletim elde ettigimizi
goriiriiz. Ancak yapmak istedigimiz f fonksiyonelinin herhangi bir genisletimi
degil, onun normu bir olan bir genigletimini bulmak oldugundan, ry sayisini
biraz daha 6zenli segcmek zorundayiz. Bagka bir deyigle rg sayisini, her x € M
ve her « igin

[ folz + ao)| < [|2 + aol|

saglayacak bicimde se¢meliyiz. Ancak
folx 4+ axg) = f(x) + arg
oldugundan, yukaridaki egitsizligi
=[x + axol| < f(x) + arg < |z + ax|
veya
—f(2) = |z + azo|| < arg < —f(x) + ||z + azol|
bi¢iminde veya 1/« ile garparak
—flz/a) = [|z/a+ xol| < ro < —f(z/a) +[|lz/a + |

yazabiliriz. M altuzayindan alinacak keyfi x1 ve x5 vektorleri icin f fonksiy-
onelinin M uzay tizerindeki dogrusalligi ve sinirhihigi kullanilarak

flxr—x2) = f(z1)—f(22) < [f(22—20)| < |[f|[|2—21]| < [|D2H20]|+]|TO+21]
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buluruz. Dolayisi ile M altuzayindan alinacak her z; ve xo vektorleri i¢in
—f(a1) = |[z1 + mol| < —f(22) + |z + 2]

esitsizligi vardir. Simdi a sayisim sup{—f(x) — ||z + zo|| : © € M },b sayisimu
inf{—f(x)+ ||z + xo||} olarak tammlarsak a < b olacaktir. Artik yapilacak
tek sey 7o sayismi a < ry < b olarak se¢mektir. Ozetlersek, ro saysmn
bu secimi ile tamimlanacak fy fonksiyoneli, f fonksiyonelinin boyutu M nin
boyutundan bir fazla olan altuzaya genisletimi olacak ve normu f fonksiy-
onelinin normu ile ayni olacaktur.
O

M altuzayimnda tanimh f fonksiyonelini M alyuzayini iceren ve boyutu M
den bir fazla olan altuzaya normu koruyacak bicimde genislettik. Kuskusuz
genigleme ile kastimiz, daha biiyilik uzayda tanimli olan fonksiyonelin M al-
tuzayina kisitlaniginin verilen f fonksiyoneli ile cakigmasidir.

M normlu uzayi, N normlu uzaymin altuzayr ise M’nin kapali birim
yuvart Bjy;, N'nin kapali birim yuvar1 By iginde kalacaktir. Biiyiik kiime
iizerinden alinan supremum daha biiyiik olacagindan, beklenen

| foll = sup{[fo(x)[ - 2 € N, [lx|| < 1}

saylisinin

ANl = sup{[f ()] : x € M, |||| < 1}

sayisindan daha biiytik olacag: iken ,sagirtict bigimde || f]| = || fo|| elde ettik.

Simdi verilen bir fonksiyoneli boyutu sadece bir fazla olan altuzaya degilde,
ornegin tiim uzaya genisletimini elde etmek i¢in Zorn Aksiyomu olarak bili-
nen aksiyoma gereksinimimiz var.

Bu nedenle bu aksiyomda gereken kimi tanimlari ele alalim. Sirali bir
kiime X tizerinde yansimali, simetrik olmayan, ve gecigken bir ikili bagintinin
oldugu uzaydir. Bu bagintiy1 < ile gosterirsek, soyle 6zetliyebiliriz: X uzayindaki
her x,y, z icin

e <z

2) x <yvey<xisex =y vardr,

3) x <yvey<zisex <z saglanmahdir.

Ornek olarak gercel sayilarda bildigimiz siralama bagmtist <, bir digeri
iginde bir kiimenin tiim alt kiimelerinde kiime igermesini diigiinebilirsiniz.

Zorn Aksiyomu P ic¢indeki her zincirin bir tistsinira sahip oldugu siral
bir kiime ise, P’nin bir en biiyiik (maksimal) 6gesi vardir.
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Burada agiklanmasi gereken sozcliklerden zincir, igindeki her iki 6genin
siralamada karsilagtirilabilecegi bir alt kiimedir. Bir zincirdeki iki 6ge z,vy
icin ya x < y veya y < x dogrudur. Bir z ogesinin maksimal olmasi i¢in
xr <y ise x = y saglanmasidir.

Hahn-Banach Teoremi M, normlu N uzaymin bir altuzayi olsun. f, M
tizerinde sinirhi(siirekli) bir fonksiyonel ise, f normu ayni olacak bigimde tiim
N uzayina genisler.

Kamt Onteoremden fnin M yi iceren daha biiyiik olan bir altuzaya
;normu koruyacak bigimde genisletebilecegimizi biliyoruz.Simdi O, M al-
tuzayini iceren bir altuzay,g, O da tanimh ancak M ye kisitlamasi f ve || f|| =
llg|| olan (O, g) ciftlerini diigiinelim. Boylesi ciftlerin varhgm Onteoremden
biliyoruz. Boylesi ¢iftler izerinde bir siralama tanimhiyalim: < ile gosterecegimiz
bu siralamada

(O1,91) < (02, 92)

demek; Op,in Oy uzaymin altuzayi, go fonksiyonelinin O; ’e kisitlaniginin ise
g1 olmasidir. Bu bagintinin bir siralama bagintisi oldugunu sizlere birakiyorum.
Boylesi ciftlerden olusan bir zincir alalim. Genelde altuzaylarin birlesiminin
altuzay olmamasina karsin, zingiri olugturan altuzaylarin birlegimi yine bir
altuzaydir. Bu birlesime O uzay1 dersek, O iizerinde f, ile eger x € O; ise
Jo(x) = gi(x) olarak tanmmlanan fy fonksiyonelinin iyi taniml ,listelik nor-
munun da ||f|| oldugunu size birakiyorum. Bu agamada, her zincirin bir
tistsiirt oldugunu gordiigimiizden, Zorn Aksiyomu geregince bir maksimal
6ge (U, fo) nin varhigima hitkmedebiliriz. Eger bu maksimal 6ge’yi betimleyen
altuzay U, tiim uzay N'ye egitse, is bitmistir. Ancak U ve N egit degilse,
N de olan ancak U da olmayan bir xy vektorii bulabilmemiz gerekir. Ancak
Onteoremi U ve y ciftine uygulayarak elde edebilecegimiz yeni ¢ift, tanim
geregi, (U, fy) ciftinden daha biiyiik olacak ve bu da (U, fy) ¢iftinin maksimal
olmasi ile gelisecektir. Bu nedenle U = N olmahdir.Aradigimiz genigletim
ise fy fonksiyonelinden bagkasi degildir.
O

Hahn-Banach teoreminin onemi normlu uzaylarin duallerinin ne kadar
zengin olduklarina yanit verebilmesidir.

Teorem N normlu bir uzay, o € N sifirdan farkl bir 6ge ise, dualin bir
fo 0gesi icin fo(zo) = [|zo| ve |[fol| = 1 saglanr.

Kamt M ile z( tarafindan gerilen uzay1 gosterelim. M tizerinde

flawo) = af|zol|
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ile tammmlanan f fonksiyonelini diigiinelim.Kuskusuz f(x¢) = ||xo|| ve || f|| =
1 saglanir. f fonksiyonelinin ,Hahn-Banach Teoremince elde edilecek genisletimi
aranilan fonksiyoneldir.
0

Bu son teoremden x, y farkl vektorlerinde farkh degerler alan, normu bir
olan bir fonksiyonelin varligina hiikmedebiliriz. Yapilacak tek i © — y # 0
olduguna dikkat edip, teoremi uygulamaktir. Dolayisi ile normlu bir uzayin
duali, uzayin noktalarini ayiracak kadar zengindir.

Asgagidaki Teorem dualin biraz daha zengin oldugunu verir.

Teorem M, N uzayimin kapali bir altuzay: olsun. Eger zy, M uzayinin
bir 6gesi degilse, f(zg) # 0 ve M tizerinde sifir olan bir f fonksiyoneli vardir.

Kanit N/M boliim uzay1, boliim normu olarak amlan

||z + M|| = inf{|lx +m:m e M}

ile donandiginda, normlu bir uzaydir. ¢ : N — N/M bolim doniigiimii ise,
bu déntigtim siirekli ve ¢p(M) = 0 ve ¢(zg) # 0 saglar. Hahn-Banach Teo-
remini bélim uzayinda kullanarak, bélim uzayimin dualinde f(xg+ M) # 0
saglayan bir f fonksiyoneli bulabiliriz. Aradigimiz fonksiyonel fo(x) = f(¢p(x))
fonksiyonelidir. Strekli iki fonksiyonelin bilesimi olan fy siireklidir ve iste-
nilen kogullar1 saglar.
O

Yukaridaki teoremi dual uzayimin sadece noktalari degil ayni zamanda
kapali bir altuzay ve onun digindaki noktalar1 ayiracak denli zengin oldugu
bi¢iminde yorumliyabiliriz.

X normlu uzayimin kendisi de normlu bir uzay oldugundan, onun da du-
alinin olacagi agiktir. X’ uzaymn dualini X" ile gosterecegiz. F', X" uzayimin
bir 6gesi ise, F' nin normu ||F|,

1FIl = sup{|[F(N)] - [If]l <1, f € X}

olarak tanimlanir. Simdi X uzayini kendi ikinci duali X” igine nasil gomiilebilecegini
ogrenecegiz. x € X ise x ile X' iizerinde stirekli, dogrusal F, fonksiyonelinin
nasil tanimlanabilecegine bakalim. Dogal olarak bunu

bi¢iminde tamimlariz. F, fonksiyonelinin gercel degerler aldigina dikkat edip,
X’ tizerinde dogrusal oldugunu gorelim. f,g € X' «, 3 gercel sayilar ise;
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Folaf 4+ Bg) = (of + Bg)(x) = af (z) + By(x) = aF(f) + fFe(g)

Esitlik X’ deki her f, g ve gercel sayilar o,  ve x € X i¢in dogru oldugundan
F,, X' iizerinde dogrusaldir. Simdi F,’in normunu bulalim.

| Fell = sup{|F=(f)| - |[f]] <1} = sup{|f ()] : [[f]] <1} < ||=]]

Ancak verilen z € X igin, Hahn-Banach Teoreminden ||z|| = f(z), || f|] <
1 oldugundan, yukaridaki esitsizlikte esasinda ||F,|| = ||z|| esitligi vardir.
Bu nedenle, x — F, iligkisi X uzaymmdan X” uzayma normu koruyan bir
fonksiyon tanimlar. Simdi bu iligkinin dogrusal oldugunu gorelim: X i¢indeki
her f i¢in :
Floryy (f) = (I + Fy)(f)

ve her « gergel sayist igin

F{aw}(f) = an(f)

gostermemiz gerekir. Ancak,

Flary (f) = f(2) + fly) = Fo(f) + Fy(f) = (Fo + F)(f)

saglandigindan © — F, iliskisi toplamsaldir. Ikinci esitligi aligtirma
olarak size birakiyorum. Norm koruyan bir iligki olan x — F} fonksiyonuna
X uzaymin X" icine dogal gémiiliisii denir. Bu géomme nedeni ile X uzayini
X" uzaymn bir altuzayi olarak diisiiniiriiz.

Yukaridaki # — F, fonksiyonunun iizerine, yani X = X", olmas1 duru-
munda X yansimahdir denir. X" uzay1 normlu bir uzay olarak her zaman
tam oldugundan , normlu bir uzayin yansimali olmasi i¢in gerekli kogullardan
biri, X in tam uzay olmasidir.

Diger yandan, yansima ozelligi i¢in uzayin tam olmasi yeterli degildir.
Ornegin, ¢y uzay tam olmasma karsin yansimali degildir. Ciinkii, (co) =11,
(1Y) = I bilinmektedir.

ZAYIF TOPOLOJILER

X uzay1 tizerindeki zayif topoloji o(X, X’), X’ in 6gelerini X {izerinde
siirekli kilan en zayif topoloji olarak tanimlanir. X tizerindeki norm topolo-
jisi X in Ogelerini siirekli kildigindan bu topoloji simifi bog degildir. Aym
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norm topolojide oldugu gibi, zayif topolojide X deki toplama ve sayilarla
carpmanin stirekli oldugu bir topolojidir. Zayif topolojiler ile uzayin bir
¢ok ozelligi betimlenebilir. Ornegin, X bir Banach uzay1, Bx uzaym {z €
X : ||z|| < 1} ile belirlenen kapali birim yuvar: ise, X in yansimali olmasi
icin gerekli ve yeter kogul By in zayif topoloji o(X, X’) ile donandiginda
kompakt olmasidir. X uzay1 iizerindeki zayif topolojinin yamsira X' ve X"
iizerindeki zayif topolojilerden de bahsedebiliriz. Ornegin, X' {izerindeki
zayif topoloji o(X’, X”) dan soze edebilegimiz gibi, X uzaym X" iginde
diigiinerek o (X', X) zayif-yildiz topolojisi olarak bilinen zayif topolojiden de
soz edebiliriz. Bu dersteki amaglarimiz i¢in zayif-yildiz topoloji daha 6énemli
olacag i¢in bu topoloji lizerinde biraz daha duralim.

X' uzaymin zayif-yildiz topolojisi o (X', X), X’ tizerinde X uzayinin 6gelerini
stirekli kilan en zayif topolojidir. Diger bir deyisgle o(X’, X)) , X’ iizerinde,
her € X icin F) fonksiyonellerini siirekli kilan en zayif topolojidir. Hemen
gorebilecegimiz bir gercek o(X’, X) topolojisinin o(X’, X”) topolojisinden
daha zayif oldugudur. X’ uzaymin zayif-yildiz topolojisi hakkinda daha fazla
bilgi edinebilmek amag ile X’ uzaymdaki bir fy 6gesinin bir € > 0 kogsulugunu
anlamaya ¢aligahm. Bu komsgulugu S(z, fo,€) = S ile gosterirsek, tanimdan

S={fe X" |F(f) - F:(fo)l <t ={f € X" |f(z) = fo(x)] < €}

kiimesinin fy 6gesini igeren acik bir kiime olmasi geregi ortaya ¢ikar. Tim
x, fo, € lar igin elde edilen kiimeler zayif-y1ldiz topoloji igin en temel(subbasic)
acik kiimelerdir. Boyle kiimelerin sonlu arakesitleri ise topolojiyi betimleyen
temel( basic) acgik kiimeleri verir. Zayif-yildiz agik kiimeler ise temel agik
kiimelerin keyfi birlegimleridirler. Zayif-yildiz topolojiyi daha iyi tanimak
icin bu topolojinin X’ uzaymin noktalarim ayirdigim kamtlayalim.

f, g X’ uzaymn farkh 6geleri ise bir x € X i¢in f(x) # g(z) olmak zorun-
dadir. Simdi € sayisim |f(x) — g(x)|/3 olarak segip S(z, f,€) ve S(z,g,¢€)
kiimelerini disiiniirsek, bunlarin zayif-yildiz topolojide agik ve arakesitlerin
bos oldugunu gorebilmemiz gerek. By ile X’ uzaymin kapali birim yuvarmi
gosterelim. Yani By, = {f € X’ : ||f|| < 1} olsun. Eger X ve dolayist
ile X’ sonlu boyutlu normlu uzaylar ise By: Heine-Borel Teoremince, ka-
pali ve sinirh oldugundan, kompakt bir kiimedir. Bu onermenin tersi de
dogrudur. Yani, By kiimesinin norm topolojide kompakt olmasi i¢in yeterli
ve gerekli kosul X’ uzaymin sonlu boyutlu olmasidir. Dolayisi ile X'niin
kapali birim yuvarinin norm topolojide kompakt olmasinin ¢ok kisitlayici
oldugunu goriiyoruz. Diger yandan meshur bir teorem, By niin zayif topoloji
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(X', X")de kompakt olmasi igin gerekli ve yeterli kogulun X’ niin yansimal
bir uzay oldugunu soyler. Bagka bir deyisle By kiimesinin norm veya o (X', X")
topolojilerinde kompakt olmasi gercekten cok kisitlayicidir. Alaoglu Teoremi
olarak bilinen asagidaki Teorem By kiimesinin her zaman zayif-yildiz topolo-
jide kompakt oldugunu verir.

Teorem X normlu uzaymin duali X’ uzaymin kapali birim yuvar1 By
zayif-yildiz kompakttir.

Kamit X uzayindaki her z icin C, ile gercel sayilarin kapal ve sinirh
C: = [—||z]l, ||x||] ktimesini gosterelim. Kompakt kiimelerin garpimlarinin da
kompakt oldugunu veren Tikonov Teoremi geregince, C' = [[ C, kiimesi de
kompakttir. Her x ve dualin birim yuvar1 By, den alinan f icin | f(z)] < ||z
oldugundan, her x igin f(x) € C, gozlemini kullanarak, dualin birim yu-
vart Bx: m1 C i¢ine gomebiliriz. Kuskusuz, herhangi bir fonksiyonel, tama-
men X in ogelerinde aldigi degerler ile belirlenir. Dolayisi ile dualin bir
ogesi f fonksiyonelini, X in 6gelerinde aldigr degerlerden ibaret olan f(x,)
agl ile ozdegliyebiliriz. Eger, f € Bx/ ise, f fonksiyoneline kargilik gelen
ag f(ry), C' carpim kiimesinin 6gesi olacaktir. Bu nedenle, dual X’ her-
hangi bir 6gesi f fonksiyonelini C' kiimesinin 0gesi gibi diiglinecegiz. Bu-
radan da By iizerindeki zayif-yildiz topolojisine, C' tizerindeki ¢arpim topolo-
jisinin, By kiimesine kisitlanig1 gozi ile bakabiliriz. Bu son noktay1 gormenin
en iyi yollarindan biri yakmsayan aglar diigiinmektir. Ornegin, By, deki
bir {f,} agmm bir f fonksiyoneline zayif-yildiz yakinsamasi, X uzayindaki
her z igin {f,(z)} sayilarmin f(z) sayisina yakinsamasidirki, bu C' ¢arpim
kiimesinde, ¢arpim topolojisine gore yakinsamasinin ta kendisidir. C' kiimesi
kompakt oldugundan, By kiimesini kompakt oldugunu kanitlamak ic¢in ka-
pali oldugunu kanitlamak yeterli olacaktir.

Bx kiimesinin kapali oldugunu kanitlamak icin kapanigindan aldigimiz
her 6genin By i¢inde oldugunu gostermek yeterli olacaktir. Simdi g fonksiy-
onelini Bxs kiimesinin kapanigindan alalim. ¢ fonksiyonelini,X uzayinin
ogeleri ile damgalanmig g(x,) ag1 gibi diigiiniirsek, 6énce g € C olmahdir.
Clnki, kompakt C' kiimesi kapali olmak zorundadir.Bu yiizden, her x € X
icin |g(x)| < ||z|| elde ederiz. Dolayisi ile g € By i¢in gostermemiz gereken
tek ozellik g nin dogrusalligidir. ¢ nin toplamsallig i¢in z,y € X ve € > 0
sayist alalim. ¢,Bx: kiimesinin zayif-yildiz kapaniginda oldugundan, g'nin
her zayif-yildiz komgulugu Bx: kiimesini kesmek zorundadir. Bu nedenle g
nin €, x,y ile belirlenen temel komgulugunda en az bir f € By fonksiyoneli
bulunacaktir. Dolayisi ile f € By fonksiyoneli icin agagidaki esitsizliklerin
tiimi saglanacaktir.
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l9(x) — f(z)] < €/3,19(y) — f(y)| <e€/3,]g(x +y) — flz+y)| <e/3

Diger yandan f dogrusal oldugundan

flx+y) = flz)+ f(y)

saglanir ve buradan,

lg(z+y)—g(x)—gW)| < |g(z+y)—fle+y)|+]g9(x) = f(2)|+]g9(y) — f(y)] <€

elde edilirki, € keyfi oldugundan gergel sayilarin Argimed 6zelligi, buradan

g(r +y) = g(x) +g(y)

verir. Ayni yontem ile her « sayis1 ve her x € X igin

glaz) = ag(z)

oldugunu gosterebilirsiniz, bunu sizlere birakiyorum.Yapilanlar, kapanigta
alinan ¢ fonksiyonelinin By kiimesinde oldugunu kanitlar ve kaniti bitirir.
U

Hahn-Banach Teoreminin sonu¢larindan birisi de + — F}, doniigiimiiniin,
her normlu uzay X’i bir kompakt, Hausdorff uzay tizerindeki stirekli fonksiy-
onlarn altuzay gibi diiglinmemize olanak saglayan ve C'(K') uzaylarimin evrensel
olduklarimi veren agagidaki teoremdir.

Teorem X normlu bir uzay, Bxs dual uzay X' niin zayif-y1ldiz topoloji ile
donanmig kapali birim yuvar ise, z — F, dontigiimi X ile C'(Byx/) arasimda
uzaklik koruyan , icine bir isomorfizmadir. Eger X bir Banach uzay: ise bu
doniigim X den C(Bx+) uzaymm kapali bir altuzayma uzaklik koruyan bir
izomorfizmadir.

Son teoreme ek olarak bir C'(K) uzaymnn altuzaylar: hakkinda fazlada
bilinen olmadigini belirmek isterim. Buna karsilik C'(K') uzaylarinin cebirsel
ideallerini, maksimal ideallerini ise tamamen bildigimizi kayda deger bir bilgi
olarak eklemek isterim.

Simdi Hahn-Banach Teoreminin diger bir sonu¢unu 6grenelim.

Tanim Yogun ve sayilabilir bir alt kiimesi olan Banach uzaylarina ayrik’tir
denir.

Teorem Normlu bir uzay X in duali X’ ayriksa, kendisi de ayriktir.
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Kanit(2!,),X igindeki yogun dizi olsun.Genellikten kaybetmeksizin bu
dizinin 6gelerinin normlarini bir olarak kabul edebiliriz.Bir fonksiyonelin normu
kapali birim yuvar iizerinde alinan degerlerin supremumu oldugundan,her n
i¢in,

|7 ()| > 3/4
saglayan z, ogeleri bulabiliriz. M,(x,) dizisinin gerdigi uzay olsun. Eger
M altuzay1 X uzaymin tiime degilse M de olmayan bir zy vektori bula-
biliriz. Hahn-Banach Teoremi geregince ||2'|| = 1, 2'(zo) # 0 yamsira M
altuzayindaki her x igin 2/(z) = 0 saglayan 2’ € X’ bulabiliriz. Dolayisiyle
her n i¢in 2'(x,) = 0 saglanacaktir.

3/4 < |2 (wn)| = |2, (n) — ' (2n)] + |2 (2]
ve buradan elde edecegimiz
3/4 < ||z, — 2'|[||znl] = |27, — 2|

bir geligkidir. Bu geligki bize M = X oldugunu verir.(z,,) dizisinin rasyonel
say1 cismi tizerinde gerdigi altuzay yogun ve sayilabilirdir.
O

Ancak kendisinin ayrik oldugu halde, dualinin ayrik olmadigi uzaylar
vardir.Ornegin ' boylesi bir uzaydir.Zira I* uzaymin duali olan [ ayrik
degildir.

ALISTIRMALAR

1) X Banach uzaymin yansimali olmasi igin gerek ve yeter kogulun duali
X’ uzayminda yansimali oldugunu gosteriniz.

2) n-boyutlu normlu bir uzayin dualinin de n- boyutlu oldugunu gosteriniz.

3) X Banach uzay1 yansimali ise kapali birim yuvarinin zayif topolojide
kompakt oldugunu gosteriniz.

4) K n-boyutlu Oklid uzaymm kompakt ve Hausdorff bir altkiimesi ise
C(K) uzaymin yansimali olmasi igin gerek ve yeter kogulun K kiimesinin
sonlu bir kiime oldugunu gosteriniz.

5) X normlu bir uzay, Y bir altuzay ise Y nin normda ve zayif topolojide
kapali olmasinin ayni oldugunu gosteriniz.

6) Y normlu X uzaymin kapalialtuzay1 ise ve T'(z) = x+Y ile tanimlanan
T:X — X/Y bolum doniigiimii ise

T dontigiimiiniin siirekli ve normunun ||7'|| < 1 oldugunu gosteriniz.

7)T:X — Y X,Y normlu uzaylar arasinda siirekli bir dontigim M =
T—!, T doniisiimiiniin cekirdegi ise 7" doniisiimiin

12



X/M — 'Y arasinda dogrusal ve siirekli, tistelik ||T'|| = ||T”|| saglayan bir
T’ dontigiimi tammladigim kanitlayiniz.

8) Y, X normlu uzaymin kapal altuzay: ve xy Y iginde degilse , d x ile
Y arasindaki uzakliksa,X in dualinde f(Y) = 0, f(zo) = 1 ve ||f|| = 1/d
kosullarimi saglayan f fonksiyoneli oldugunu kanitlayiniz.

Onerme Y, tam metrik uzayl X'in altuzayi olsun.Y nin tamligi i¢in
gerekli ve yeterli kogul Y'nin kapaliligidir.

Kanmit YV tam ve y € X, Y nin bir limit noktasi olsun. Her n tam-
sayist i¢in y merkezli,1/n yarigaph agk yuvar Y den en az bir y, 6gesini
igerir. d(yn,y) < 1/n saglandigindan {y,, } dizisi y noktasina yakinsar. Ancak
yakinsayan her dizi Cauchy dizisi oldugundan {y,} dizisi Y metrik uzayimnda
Cauchy dizisi olup, Y nin tam olmasi nedeni ile bir noktasina yakinsar. Lim-
itlerin tekliginden bu limit y den bir bagkasi olamaz.Dolayis1 ile kapanigta
aldigimiz y, Y nin ogesi olur ve Y kapalidir.

Simdi Y kapali alalim ve Y nin tamhgmi gosterelim. {y,}, Y uzayinda
bir Cauchy dizisi ise X uzayinda da Cauchy dizisidir.X tam varsayildigindan
{yn} bir z noktasima yakinsar. = € Y gosterebilmemiz kamt igin yeterlidir.
Eger {y,} dizisinin sonlu tane farkh 6gesi varsa x bu sonsuz kez tekrar etmesi
gereken noktadan farkli bir nokta olamaz ve bu nedenle Y de olmalidir. Yok
eger,{y,} dizisinin sonsuz tane farkli 6gesi varsa, x, {y,} dizisinin yigilma
noktast olmalhidir.Ancak bu durumda z, kapali oldugunu varsaydigimiz Y
kiimesinin de yigilma noktasi da olacagindan ve Y kapali ahindigindan y € Y
olacaktur.

O

Bir metrik uzay olan X in altkiimesi olarak aldigimiz A kiimesinin capi
a(A),

d(A) = sup{d(a,b) : a,b € A}

olarak tanimlanir.

Cap kullanilarak, bir metrik uzayda sinirh altkiime, ¢api sonlu olan kiime
olarak tanimlanir.

Tanim Bir metrik uzayda A; O Ay D As..... kogulunu saglayan kiimeler
dizisine azalandir denir.

Azalan bir kiime dizisinin arakesitinin bog kiime olmasi beklenirken, eger
dizi tam bir metrik uzayda ise arakesit bos degildir.

Teorem: Cantor Arakesit Teoremi X tam metrik uzayi, (F,) azalan,
kapali ve d(F,) — 0 saglayan bir kiime dizisi ise () F;, sadece bir 6ge igerir.

Kanit d(F,,) — 0 varsayim arakesitin sadece bir 6geden olusacagini

13



hemen verir. Zira arakesitte x,y gibi farkh iki 6ge varsa, metrik tanimindan

0 < d(z,y) < d(F,) elde edilirki, bu bir c¢eligkidir. Kamt1 bitirmek igin
yapilmasi gereken tek sey, arakesitin bog olmadigidir. Eger F), kiimelerinden
geligigtizel x,, 6geleri segilirse, d(F),) — 0 varsayimi, (z,,) dizisinin bir Cauchy

dizisi oldugunu verir. X tam varsayildigindan (z,,) dizisi bir 2 6gesine yakinsayacaktir.
Simdi, her n icin x € F,, gosterecegiz.

Keyfi bir n tamsayis1 alahm. Eger (x,) sonlu tane farkh 6ge igeren bir
dizi ise z, (z,) dizisinin sonsuz kez tekrar eden Ggesi olmal ve bu nedenle
F,, iginde kalmahdir. Yok eger, (z,) sonsuz tane farkli 6geye sahipse x, {xy :
k > n} kiimesinin bir yigilma noktasi olmalidir. Dolayisi ile z, F,, kiimesinin
de y1gilma noktasi olacak ve F), kapal oldugundan x € F;, saglanacaktir.

O

Simdi bir (X, d) metrik uzayinin fazla yer tutmayan kiimelerini tanimlamamiz
gerekiyor.

Tanim. A C X kiimesinin hi¢bir yerde yogun olmasi, A'nin kapaniginin
i¢inin bog olmasi demektir. Sembol ile betimlersek, A’ = Q.

Tam bir metrik uzayi boylesi kiimelerin bir dizisi ile ortiilemez. Ancak
bu onemli sonucgtan once higbir yerde yogun olma kavramini daha iyi anla-
mamiza yardimeci olabilecek bir sonugu 6grenelim :

énerme.Agagldakiler onermeler denktir:

1) A higbir yerde yogundur.

2) A kiimesi bos olmayan hicbir acik kiime icermez.

3) Bos olmayan her acik kiime, A kiimesini kesmeyen ve bos olmayan acik
bir kiime igerir.

4) Acik her kiime, A kiimesini kesmeyen ve bog olmayan acik bir altkiimeye
sahiptir.

5) Acik her kiime, A kiimesini kesmeyen agik bir yuvara sahiptir.

Kanit Pek zor olmayan kanit1 sizlere birakiyorum.

O

Onerme (A,,) dizisi, tam metrik uzay X de higbir yerde yogun kiimeler
dizisi ise, hichir A,, kiimesine ait olmayan bir x € X 0gesi vardir. Bagka bir
deyisle, |J A, # X dir.

Kanmit X acik ve A; hicbir yerde yogun oldugundan, tanim ile, yarigapi rq
sayisini birden kiiciik alabilecegimiz bir S; agik yuvar:t A; kiimesini kesmeye-
cek bicimde secebiliriz. Simdi F}, S; ile ayn1 merkeze sahip ancak yaricapi
71/ olarak alman kapali yuvar olsun. ic¢ (F}) ile F; kapall yuvarmimn i¢ini
gosterelim. Her kiimenin i¢inin de agik ve A kiimesi higbir yerde yogun
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oldugundan, i¢ (F}) iginde yarigapi 1y, 79 < 1/2 olacak bi¢imde ve iistelik
Aj kiimesini de kesmeyen Sy acik yuvar: bulabiliriz. F5, S5 ile ayni merkezli
ve yarigapl rp/2 olan kapali yuvar ise Fy nin i¢ (Fy) ie gosterecegimiz igini
diigiinelim. Tanimi bir kez daha kullanarak, Az kiimesi hicbir yerde yogun
oldugundan, i¢ (F3) i¢inde yarigapi r3, r3 < 1/4 olacak bigimde ve yine Ajs
kiimesini kesmeyen bir S3 acik yuvar1 bulabiliriz. Fj, S3 ile ayni merkezli
ancak yarigapi, S3 iin yarigapimin yarisi, yani r3/2 olan kapali yuvar olarak
alinsin.

Bu sekilde devam ederek d(F),) — 0 saglayan ve azalan kapali kiimeler
dizisi (F},) elde ederiz. X tam varsayildigindan (F},) dizisinin arakesitinde
bir x ogesi bulalim. x € F,, oldugundan ve F,, C S, saglandigindan x ayni
zamanda her n icin S, kiimesinin de 6gesi olacaktir. Ote yandan S, ile A,
kiimeleri kesigmediklerinden x higbir A, kiimesine ait olamaz.

0
Yukaridaki Teoremi bagka bir gekilde ifade edersek;

Onerme X tam metrik uzay ve X = U, An ise bir n icin A,, kiimesinin
kapaniginin i¢i bog degildir.

Tanim Higbir yerde yogun olmayan sayilabilir tane kiimenin birlegimi
olarak yazlabilen kiimelere birinci-simftandir(veya birinci kategoridendir)
denir. Birinci simftan olmayan kiimeler ikingi-simiftan (veya ikinci kategori-
dendir)olarak adlandirilirlar.

Baire Teoremi Tam metrik uzaylar ikinci sinmiftandir.

Simdi dikkatinize sunmak istedgim bir nokta var. Animsarsaniz X metrik
uzaymin heryerde yogun altkiimesi A, A = X saglayan bir kiimedir. Hicbir
yerde yogun olma heryerde yogun olmanin zitt1 degildir. Yani bir kiime hig¢bir
yerde yogun degilse bu o kiimenin heryerde yogun oldugunu gerektirmez.
Ancak kapali bir F' kiimesinin hicbir yerde yogunlugu i¢in gerekli ve yeterli
kosul tiimleyeni olan X — F' kiimesinin yogunlugudur.

Diger yandan bir kiime bu her iki ozellige de sahip olmayabilir. Gergel
sayilarda (0,1) kiimesinin kapanigi bog olmadigi gibi kapaniginin ici de bos
degildir.

Asagidaki teorem Banach-Steinhaus Teoremi olarak da bilinir.

Diizgiin Sinirlilik Tlkesi X Banach uzayl1, Y normlu bir uzay, T, : X —
Y stirekli(sinirli) bir dogrusal déntigiim dizisi ve her x € X i¢in {T,(z)}, Y
uzayinda sinirh ise (7),) dizisi diizgiin simirhidir. Yani, bir K sayisi ve her n
icin [|T,,|| < K saglanir.
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Kanit Her n tamsayisi i¢in
F,={re€ X: her i tamsayis1 icin [|T;(x)|| <n}

ile tamimlanan F;,, kiimeleri,normun stirekli olmasi ve kapali kiimelerin
arakesitlerinin de kapali olmasi nedeni ile, X uzaymin kapali kiimeleridir.

Varsayim geregi
X =JF.

saglanir. X tam metrik uzay oldugundan Baire Teoremi geregince F), ler-
den birinin i¢i bog olamaz. Buna £, diyelim. F,, , zo merkezli, 0 < r
yarigapli bir Sy kapali yuvari igerir. Baska bir deyisle Sy kapali yuvarindaki
her x 6gesi ve her n tamsayist i¢in ||7,(x)|| < r saglanir. Normlu uzaylara
toplama(veya ¢ikartma) bir homeomorfizma oldugundan Sy — x¢ kiimesi 0
merkezli  yarigaph kapali yuvardir. Capina bolerek elde ettigimiz 1/r(Sy —
xo) kiimesi X uzaymin kapali birim yuvarindan bagkas1 degildir. Kuskusuz,
xg € Sp oldugundan, Sy yuvarindaki her z igin

T (2 = o) || < [[Tu(@)[| + [| T (0] < 2ng
esitsizligi
| Tn ()| < 2n0/7

verirki, burada sol tarafta supremum alarak her n i¢in dogru olan
I T0l] < 2n0/7

elde ederiz.
O
Simdi X normlu uzayim ikinci duali i¢inde diigiinerek agagidaki sonucu
buluruz.
Sonu¢ A, normlu X uzayinin bog olmayan bir altkiimesi ise A kiimesinin
norm’da sinirh olmasi i¢in gerekli ve yeter kosul bir K sayisi ve dual uzayimin
her f 6gesi icin

[f(a)] < K
saglamasidir.
Kanit Dual uzay X’ daki her f icin
|f (@) < (I FI]]]]
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saglandigindan, eger A normda simirliise f(A) nin gergel sayilarda sinirhligini
elde ederiz. Ters yonii gormek i¢in, Alaoglu Teoreminin kanitinda yaptigimiz
gibi X uzaymin ogelerini {x,} ag gibi diigiinecegiz ve X uzaymin X" igine
gomen: z, — F,_  doniigiimini diigiinecegiz. Anmimsarsaniz buradaki F, €
X" fonksiyoneli X’ deki her f icin F, (f) = f(z,) olarak tamimlanmigt.
Simdi varsayim olan her f € X’ i¢in f(A) kiimesinin sinirliligi ve X’ uzaymin
tamligim Diizgiin Smurhilik Ilkesinde kullanarak (F), ) kiimesinin X" icinde
sinirlihgina hitkmederiz. Artik animsamamiz gereken tek sey X uzaymn X"
icine gomen dontigiimiin norm koruyan olmasidir.
O

Bir metrik uzayda (dolayisi ile normlu uzaylarda da ) yakinsayan her dizi
sinirhdir. Bu gozlem bize asagidaki sonugu verir.

Sonu¢ X Banach uzayi, (T,,) C L(X,Y) uzayi icinde her z € X i¢in nok-
tasal yakinsayan bir doéntisiim dizisi ise bir K sayisi i¢in ||7,,|| < K saglanir.

Y uzayimin tam olmasi durumunda X uzayindan Y uzayina giden siirekli
doniigiimlerin uzayr L(X,Y") nin norm topolojide tam oldugunu ilk kisimdan
biliyoruz. Simdi bu uzayin daha zayif olan kuvvetli yakinsama topolojisine
gore de tam oldugunu kanithyacagiz.

Bu topolojide bir (7;,) dizisinin 7" déniigiimiine yakinsamasi her z € X
i¢cin T,,(z) — T'(z) olarak betimlenir.

Sonu¢ X, Y Banach uzaylar ise L(X,Y) uzayinda kuvvetli (noktasal
yakinsama) topolojide her Cauchy dizisi yakinsar.

Kanit (7},), noktasal yakinsama topolojisinde bir Cauchy dizisi ise, Y
tam oldugundan her x € X igin limT,,(x) vardir. Dolayist ile

T(x) = lim,(T,(z))

ile tanimlanan 7" dontigiimii X uzayindan Y uzayima dogrusal bir dontigiim
tammlar. Geriye kalan tek sey, tammlanan 7" dontgtimuniin sirekliligidir.
Diizgiin Sinirlilik Tkesinden, bir K sayist ve her n igin

Tl < K
elde ederiz. Simdi her n tamsayisi ve her z € X i¢in
T (@) < (| Talll]2]] < K|2]]
dogru oldugundan, sol tarafta n tizerinden limit alarak, her x € X igin

limy|| T (2)|| < K||z||
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buluruz. Normlu her uzayda norm siirekli oldugundan, limiti yukaridaki
esitsizlikte igeri alarak elde edecegimiz

T ()| < K]l|

esitsizligi her x € X i¢in dogru oldugundan, 7' doniigtimu streklidir.
O
Onerme X,Y Banach uzaylar1 T : X — Y siirekli ve iizerine dogrusal
bir doniigiim ise X uzayinda 0 merkezli her agik yuvarin 7" altinda gortintiisii,
Y uzayimnda sifir merkezli acik bir yuvar icerir.
Kamit S, ve S/, sirasi ile X ve Y uzaylarinda 0 merkezli r yaricaph agik
yuvarlar olsunlar.7" nin dogrusalligindan

T(S,) =rT(S1) =T(rS)

oldugundan, 7'(S7) kiimesinin bir S/ agik yuvarmi igerdigini géstermek
yeterli olacaktir. Bu amagcla once T'(S;) kiimesinin bir S, acik yuvarimi
igerdigini kanitlamaya caligalim.

T tizerine oldugundan

Y = JT(S,)

egitliginde Baire Teoremi kullanarak bir n tamsayisi igin 7(.S,) kiimesinin
icinin bog kiime olmadigina hiitkmederiz. Boylelikle buldugumuz i¢ noktaya
yo adim takalim. Genellikten kaybetmeden yy noktasini 7°(S,,) kiimesinden
alabiliriz.

y — (y—yo) doniigiimii Y uzayindan yine Y uzayma orten bir déniigiimdiir.
Yo 0gesi T'(.S,,) kiimesinin bir 6gesi oldugundan 7'(S,,) — yo kiimesi orijin nok-
tasmi bir i¢ nokta olarak igerir. Diger yandan yo € T'(S,) alindigindan

T(Sn) —yo C T(SQn)

ve buradan da

T(Sn) —yo =T (Sn) — yo € T(S5(2n))

elde ederizki, bu orijin noktasmin 7'(Ss,) kiimesinin bir i¢ noktasi olmasini
verir. Bir say1 ile carpma normlu uzaylarda homomorfizma oldugundan

T(Son) = 20T (Sy) = 2nT(S))
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ve buradan da orijinin 7°(S) kiimesinin bir i¢ noktasi olduguna hitkmederiz.
Bu ise bir € > 0 sayisi1 i¢in

Se CT(5)

demektir. Kanmti

Se g T(SS)

oldugunu veya buna denk olan

56/3 g T(Sl)

oldugunu gostererek bitirecegiz. Bu baglamda ||y|| < € saglayan y € Y
alalm. S, C T'(S) saglandigindan y € T'(Sy) olacaktir. Bunedenle ||z;|| < 1
Ny —wil] < €/2 ve T(x1) = y; Ozelliklerini saglayan x; € X segebiliriz.
Se € T(S1) icermesini bir kez daha kullanarak elde edilen

Ses2 € T(S1)2)

icermesini kullanarak ||zq|| < 1/2, ||(y — y1) — v2|| < 3/4 ve T'(x2) = yo
saglayan o € X buluruz. Bu sekilde devamla her n tamsayisi igin

[lzal| < /277

ly — (1 +y2 + .. +yn)|| < €/2"

ve

Yn = T(:L‘n>

kogullarii saglayan (x,) dizisi buluruz. Eger s, ile 1 + x5 + ... + 7,
toplamini gosterirsek, ||z, || < 1/2"7! olmasindan ve

lsull <D il S1+1/24+1/3+ .+ 1/2" " <2
esitsizliginden (s,) dizisinin X uzay1 i¢inde Cauchy dizisi oldugunu ve
bu uzayin tam olmasindan da (s,,) dizisinin bir z limitine yakimsadigini elde
ederiz. Simdi normun stirekliligini kullanarak

l|z|| = [[limy,sal| = limy,||sal| <2 <3
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buluruzki, bu x € S3 demektir. Simdi de 7' doniigiimiiniin siirekliligini
kullanarak

T(z) = T(lim) = lm T(s,) = lim(ys +yo + ... +yn) = y
ve dolayisi ile istenildigi gibi y € T'(S3) elde ederiz.
0

Teorem (Agik Doniisiim Teoremi) X, Y Banach uzaylar, 7: X — Y
siirekli ve tlizerine bir doniigiim ise 7" acgik, yani acik kiimeleri agik kiimelere
gonderen bir doniigimdiir.

Kanit U, X uzaymin agk bir kiimesi olsun. Kamtlanmas: gereken T'(U)
kiimesinin Y uzaymda agik kiime oldugudur. y € T'(U) alahm ve T(z) =y
olacak bicimde x € U segelim. U agik ve toplama homomorfizma oldugundan
orijin etrafindaki r yaricaph bir S, agik yuvari i¢in z + S, C U saglanacaktir.
Bir onceki (jnermeyi kullanarak

Sy, C T(S,)

saglayan S,, agik yuvarmi bulabiliriz. Simdi y+ S,,, y 6gesini igeren agik
bir yuvar oldugu gibi

y+ S, Cy+T(S,)=T(x)+T(S,)=T(x+S,) CT(U)

esitsizligi de saglanir.

U

Sonug Iki Banach uzay: arasinda bire-bir ve {izerine siirekli dogrusal bir
dontigim homomorfizmadir.

Dolayisiyla bir Banach uzayi tizerinde bire-bir ve iizerine siirekli dontigiimiin
tersi otomatik olarak siireklidir. Agk Doniigiim Teoreminin uygulamasi
olarak bir Banach uzay tizerindeki projeksiyonlar: ele alacagiz.

Tanim Bir X Banach uzay1 iizerinde tammh ve P? = P esitligini
saglayan dogrusal doniigiime projeksiyon denir.

X wuzay: uzerindeki P projeksiyonu dogal olarak iki altuzay betimler.
Bunlardan biri P nin goriintii uzay1 M = P(X) = {x : P(z) = z}, digeri
ise P nin ¢ekirdegi olarak isimlendirilen N = P~1(0) = {z : P(z) = 0}
altuzaylaridir. M, N altuzaylar1 birbirlerini kesmedikleri gibi X = M + N
vardir.

Ancak yukarida ifade edilmeye ¢alisilan hususun tersi de dogrudur. Yani,
M ve N toplamlar1 X olan ve birbirlerini sadece o’da kesen iki altuzay ise
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goriintii uzay1 M, ¢ekirdegi N olan bir P projeksiyoni tanimlanabilir. Yapilacak
sey : eger x =y +z ,y € M ise P(z) = y olarak tanimlamaktir. Béylece M
P projeksiyonunun goriintii uzayi, N de g¢ekirdegi olacaktir.

Bu nedenle bir X Banach uzay: iizerindeki projeksiyonlar ile birbirlerini
sadece 0 da kesen ve toplamlar1 X olan altuzay ciftleri ayni seylerdir. Banach
uzaylari tzerindeki projeksiyonlarin ayrica stirekli olmalari da istenen bir
ozelliktir.

Teorem P, Banach uzay1 X iizerinde P? = P saglayan siirekli doniistim,
M goriintii, N g¢ekirdek uzaylari ise M, N kapali altuzaylardir ve, M NN =0
ve M + N = X saglanir.

Kanit P nin siirekliligi ve P71(0) = N, N altuzaymm kapalihgini hemen
verir. Gortinti kiimesi M nin kapaliligi ise

M={Px):ze X} ={z:Plx=z}={z: (I - P)xr =0}

ve [ — P doniisiminiin siirekliliginden elde edilir.

O

Tanim Eger X uzay1 birbirlerini sadece sifirda kesen M, N altuzaylarinin
toplami ise, baska bir deyigle her z = m +n, m € M ve n € N olacak
bicimde yazilabilirsa X uzayr M ve N altuzaylarinin direk toplamidir denir
ve X = M & N yazlr.

Teorem X Banach uzayr M, N kapali altuzaylar ve X = M & N ise
r=y+zy € M,z € N olmak {izere P(z) = y ile tanimlanan doniigiim
gorinti uzaymin M, ¢ekirdegin N oldugu stirekli bir projeksiyondur.

Kanit X uzay tlizerinde

[zllo = [yl + []=l]
ile yeni bir norm tanmimliyalim. Bu yeni normla donanmig X uzaymi X, ile
gosterelim. X, uzay1 bir Banach uzayidir. Her x € X ic¢in ;
(1P| =[]l < Hyll +[l2]] = [l

saglandigindan P : Xy — X doniigiimii siireklidir. Simdi geriye kalan
tek sey X ve Xy Banach uzaylarinin ayni, yani aralarinda bir homomorfizma
oldugudur. Aradigimiz homomorfizmay1 bulmak i¢in X ve X, arasidaki
ozdeslik operatorii (birim operatorii) I doniigiimiint diigiinelim: Yani;

I:Xo—X,I(z)=2x
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ise

@) = [ly + 2l < lyll + |]2[] = [[z]lo

dolayisi ile I bire-bir, tizerine, siirekli ve Agik Doniigiim Teoremin bir
sonucu olarak, tersinin de siirekli oldugu bir dontigiim oldugundan, aranilan
homomorfizmadir.

O

Acik Dontigiim Teoreminin uygulamasi olarak bazi ¢ok 6zel projekssyonlar:
ele alagagiz.

Tanim Eger bir Banach uzayr X de her z € X, bir (z,) dizisin x =
Schauderbaz yazimi saglayan ve her x igin tek (a,,) gercel sayilar dizisi varsa
(x,,) dizisine Schauder baz denir.

Simdi (x,) Schauder bazina sahip X, ||.|| Banach uzay: alalim. Her x igin
tammliyabilecegimiz |||z]|| = sup,|| Y i || sonlu bir sayidir. Hatta |||.|||, X
tizerinde bir norm olup ||z|| < |||z]|| her 2 € X igin saglanir.Bir aligtirma
olarak sizlere birakacagim gergege gore X ,|||.||| normunda da tamdir. Dolayist
ile Agik Doniigiim Teoreminden ||.||vel||.||| normlar1 X tizerinde denk norm-

lerdir. Buradan Classical Banach Spaces I,Lindenstrauss ve Tzafriri,kitabinin
ilk Teoremini elde etmis sayiliriz.

Teorem X Schauder baz (z,,) sahip Banach uzay1 olsun. Her n tamsayisi
i¢gin P, : X — Xile gosterecegimiz ve P, (D> 2, = > ", doniisiimleri stirekli
dogrusal projeksiyonlar olup sup,||P,|| < oc.

M Banach uzay1 X in kapali bir altuzayi olsun. Siireklilik kogulunu
kaldirirsak goriintii uzayr M olan bir projeksiyon her zaman bulunabilir.
Hatta bazen birden fazlada projeksiyon bulunabilir. Ancak bu projeksiy-
onlarin hicbiri siirekli olmayabilir. Yukaridaki gozlemlerin 1g1ginda, bu

X=M®N

kogulunu saglayan kapali altuzay N nin var olmayabilecegini soyler. Ancak
Hilbert uzaylar1 olarak anilan uzaylarda kapali her altuzay tizerine siirekli
projeksiyon dontigiimii vardir.

X ve Y Banach uzaylart olsun. X X Y uzay1 x € X,y € Y olmak
tizere (z,y) ciftlerinin uzayidir. X X Y uzaymin bir vektor uzayr yapisi
tagidigini dogrusal cebirden biliyoruz. Simdi X X Y uzayima metrik koymaya
calisacagiz.

d{(w1,y1), (22,92) } = maksimum{||z, — x32||, [|y1 — v2|[}
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Buradaki maksimumu "maks” diye kisaltacagiz. Yukarida tanimlanan d
gercekten bir metriktir ve bu metrigin X x Y uzayimda dogurdugu topoloji
carpim topolojisidir. Ustelik bu metrikte yakinsama koordinatlarda yakinsamadir.
Bu kocaman kocaman ciimleleri hemen geciyoruz ama gerekli donanima sahips-
eniz liitfen kanmitlamay1 ihmal etmeyin!

Simdi 7" : X — Y dontigiimii dogrusal olsun. 7' nin grafigi X xY uzayimin
(x,T(z)) ciftlerinden olugan altuzayidir. 7" déniigiimii siirekli ise 7" nin grafigi
X XY uzaymin kapali bir altuzayidir.

Simdi bunun tersinin de dogru oldugunu veren teoremi 6grenecegiz.

Teorem( Kapali Grafik Teoremi) X,Y Banach uzaylar, T : X — Y
dogrusal bir dontigiim ise 7' nin stirekliligi i¢in gerekli ve yeterli kogul 7" nin
grafiginin X X Y icindeki kapaliligidir.

Kanit X iizerinde ||z, ile gosterecegimiz ve

[l = [l=]] + [T ()]

ile tanimlanan yeni normu ele alalim. X nin ||.||; ile donanmig halini X’ ile
gosterelim. Kugkusuz

1T )] < ]| + [T (@)[| = [l=]]s

oldugundan 7" : X' — Y dontisimii stireklidir. Dolayis: ile teoremin bir
yonuni kanitlamak icin yapilmas: gereken X ve X’ uzaylarimin ”aym” olduk-
larin1 gostermektir. Vektor uzayi olarak ayni olduklarindan, topolojilerinin
de aym olduklarimi gostermek yeterli olacaktir. Simdi 6zdeslik operatorii
I : X' — X diigtinelim. Ancak

]| < [Jz]] + [T ()] < |l

saglandigindan [ stireklidir. X’ uzaymin tam oldugunu gosterebilirsek Agik
Donitigiim Teoremini kullanarak / dontigtimiiniin tersinin de stirekli oldugunu
elde edebiliriz. Kullanacagimiz teknik bu olacak. X’ uzaymin tam oldugunu
gostermek i¢in yapmamiz gereken belli. Buradan alacagimiz (z,,) dizisinin
yakisadigim gosterebilmemiz yeter. Ancak (x,) dizisi X’ uzayinda Cauchy
dizisi ise T nin siirekliligi ve X’ uzayindaki normun tanimindan, (z,) ve
(T'z,) dizilerinin X ve Y uzaylarinda Cauchy oldugunu elde ederiz. Bu uza-
ylarin her ikisi de tam olduklarmdan (x,) bir z, (T(x,)) de bir y 6gesine
yakinsayacaklardir. Varsayim geregi 7" nin grafigi X x Y uzayinda kapah
oldugundan (z,y) ¢ifti 7" nin grafiginde olacak, bu ise y = T'(x) gerektirecek-
tir.
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||zn =2l = |[on =2 [+ T (@n=2)|| = [|zn—2||+ [Tz, =Tz|| = |Jzn—2||+]| Tz =yl

esitliginden (x,) dizisinin limitinin = oldugunu goriiyoruz.

O

Grafigin kapali olmasi her zaman siireklilik gerektirmez. Bagka bir deyigle
Kapali Grafik Teoremindeki Tanim ve deger uzaylarinin Banach uzaylari
olmalar1 vazgecilemezdir. Bunu vurgulamak icin agagidaki klasik ornegi
verecegim.

Ornek X , Y uzaylar aligilagelmis norm ve vektor uzay1 yapilar ile [0, 1]
aralig tizerindeki stirekli fonksiyonlar uzay1 C[0, 1] olsun. D ile siirekli fonksiy-
onlar i¢inde tiirevlerinin de stirekli oldugu fonksiyonlar1 gosterelim. D siirekli
fonksiyonlarin indirgedigi yapi ile bir vektor uzayidir. Ayni sekilde siirekli
fonksiyonlar iizerindeki normu D ye kisitladigimizda D normlu bir uzay
olur. T ise tiirev doniisiimii olsun. Gosterecegimiz sey tiirev doniisimiiniin
grafiginin kapal olmasina kargin siirekli(sinirli Jolmadigidir.

fn(t) = t"™ fonksiyonlar1 her n igin tiirevlenebilirlerdir ve tiirevleri olan
T(fn)(t) = nt""! de bir polinom olup siirekli oldugundan (f,,) dizisi D al-
tuzayindadir. Diger yandan f,, fonksiyonlarinin normunu hesaplarsak bun-
larm ||f,|| = 1, tiirevlerinin normlarini ise, her n tamsayisi i¢in ||T'f,|| = n
olarak buluruz. Simdi T doniigiimiiniin déniigiim normu normu bir olan
ogeler tizerinde aldig1 norm degerlerin supremumu oldugundan

T = supl[T(fa)l] =

ve bu egitsizlik her n tamsayisi i¢in dogru oldugundan ||T|| sinirh degildir.
Simdi 7" dontisimiiniin grafiginin kapali oldugunu gorecegiz. Ancak bundan
once C10,1] uzaymda normda yakmsamanin diizgiin yakinsama oldugunu
hatirlatmak isterim. Eger (g,) fonksiyon dizisi D altuzayinda bir dizi ve

g — 9,7 (gn) — R

ise diizgiin yakinsayan siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon dizisinin limiti de
stirekli ve tiirevlenebilir oldugundan 7'(g) = h, baska bir deyigle, T' tiirev
dontigiminiin grafigi kapalidir elde ederiz. Bu da istedigimiz grafigi kapal
ancak siirekli(simirli) olmayan bir déniigiim 6rnegi olur.

i
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Simdi Kapali Grafik Teoreminin farkh bir uygulamasi olarak [P dizi uzay-
larindan degerlerini [, sinirh diziler uzayinda alan kimi doniigtimleri betim-
lemeye calisacagiz. Hemen hatirlayalim [? uzaylar

Z‘l’i‘p<00,1 §p<OO
i=1
bagka bir deyisle p-inci kuvvetleri mutlak yakinsayan gercel veya karmasgik
x = (x;) dizilerinin uzaylaridir. [P uzayinda vektor uzay iglemleri kordinat-
larda yapilir, norm ise

llellp = ) 2P}
=1

olarak tanmimlanir. Cozmeye c¢alisacagimiz problem tam olarak sudur ; I?
deki her z = (x,,) dizisi i¢in

o
Z |zpag] < oo
k=1

kogulunu saglayan o = («, g, ..., v, ...) dizilerinin ¢ sayisi, 1/p+1/q =1
saglamak iizere [ uzayimda olduklarii kanitlayacagiz.

[P uzayindaki her x ve her ¢ tamsayisi i¢in,yakinsayan bir serinin kismi
toplamlar: olarak tanimlanan

;= Zakxk 1=1,2,...
k=1

(m;); dizisi simirhdir. Bu nedenle

(@) — ()

iligkisine [P uzayi ile l,, uzay1 arasinda dogrusal bir doniigiim olarak bak-
abiliriz. Simdi yapmak istedigimiz sey bu dogrusal doniigiimiin, ki artik
bu dontigimii 7' ile gosterecegiz, grafiginin kapal oldugudur. Bunun igin [?
uzaymdaki (z,,) dizisinin yine [? uzaymdaki = vektoriine yakinsadigimi , T'(x,,)
dizisinin ise [, uzaymda bir z = (;); vektoriine yakinsadigini varsayalim. (7
de oldugunu varsaydigimiz her z,, nin ise x, = ((}')r oldugunu kabul ede-
lim. Simdi (7T'z,), dizisinin z vektoriine I, uzaymda yakinsamasi demek n

25



biiytirken (22:1 axCP); toplamlarmin diizgiin olarak &; ye yakinsamasi de-
mektir.
Holder esitsizligini kullanarak

> anGi=Y il < QG P(Y lawl)Ve < M=l [ Jau|®) /1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

(z,) dizisi z e yakinsadigindan ve limitlerin tekliginden

& = Z Gk
)

elde edilir ve bu da Tx = z verir. T nin grafiginin kapali olmasindan
Kapali Grafik Teoremi ile T" nin stirekliligi elde edilir. 7" nin stirekliliginden
de [? deki her x ve her ¢ tamsayisi i¢in

DG ST IGP)Y (%)
k=1 k=1

Elde ettigimiz bu esitsizligi [ uzaymdaki baz1 6zel x vektorleri igin kul-
lanalim. Ornegin x = ((;) vektoriinii ,i tamsayisina kadar

G = la] % ar #0

¢ tamsayisindan sonra ise
G =10

olarak secersek, k tamsayisinin 1 < k < ¢ degerleri i¢in

Gy = |Ce|” = |ou|?

elde ederiz. (¢—1)p = g oldugunu animsay1ip, bunlar1 yukaridaki (*) esitliginde
yerine koyarsak

D lanlt T el
k=1 k=1

ve buradan da her ¢ tamsayisi i¢in dogru olan
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(D el < |77
k=1

edelirki, bu (a4) dizisinin [? uzayinda olmasi demektir.

0

Strekli tiirevlenebilir fonksiyonlara iligkin ilging bir ornek daha vermek
istiyorum.

Ornek E, C [0, 1] uzayinin 6geleri birinci tiirevlerinin siirekli oldugu ka-
pali bir altuzay1 olsun. Bu durumda E sonlu boyutludur. Daha oncede sozii
gecmisti, normlu bir uzay E nin sonlu boyutlu olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosul kapali birim yuvar1 Bg nin norm topolojide kompakt olmasidir. Bizde
bunu kullanacagiz. Yine T'(f) = f’ ile gosterecegimiz tiirev doniigiimiin;

T:E— C[0,1]

arasinda diigtinecegiz. f,, ve f fonksiyonlar1 F altuzayimin ogeleri, g €
C0,1) ve f, — f, T(fn) = f. — g ise ve buradaki yakinsama diizgiin
yakinsama oldugundan g = f’ elde ederizki bu T tiirev dontistimiiniin grafiginin
E x C|0, 1] uzayinda kapal oldugunu verir. E ve C10, 1] Banach uzay1 olduk-
larindan,Kapali Grafik Teoremi geregince T', E ve C[0, 1] uzaylar arasinda
stirekli bir dontisiimdiir. £ uzayimin kapali birim yuvar1 Bg kuskusuz siirh
bir kiimedir. Bg nin kompakt oldugunu gostermek i¢in C[0, 1] uzayinin kom-
pakt kiimelerini betimleyen tinlii Ascoli-Arzela teoremine gore By nin bir de
egsiirekli oldugunu kanitlamamiz gerekir. Burada da yardimimiza Ortalama-
Deger Teoremi koguyor. f fonksiyonu Bg nin keyfi bir 6gesi ,z,y ise [0, 1]
araliginin keyfi 6geleri ise ; Ortalama-Deger Teoremi geregince bulunabilecek
c € 0,1] i¢in ;

[f(@)=f W)l = [f ()la=y| < [[flz=yll < 1T z=yl < [T lz—yl < [T]]|z—y|

bize Bg nin egsiirekli ve sinirli yani kompakt oldugunu verir. B kompakt

oldugundan F sonlu boyutludur.
O

Notlarimizi Kapali Grafik Teoreminin bir uygulamasi ile bitirecegiz. Schauder
bazi kavramimi Ac¢ik Dontigiim Teoreminden heman sonra tanimlamistik.
Artik Schauder baz yerine sadece baz kullanacagiz.

Tanim Eger bir (x,,) dizisi gerdigi kapali altuzay i¢in baz ise (z,,) dizisine
temel dizidir denir.
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Simdi (z,) dizisi X Banach uzayinda temel bir dizi olsun.Bagka bir Ba-
nach uzay1 Y nin (y,) dizisinin (z,) dizisine denk olmasi demek her sonlu
say1 kiimesi aq, ao, ..., a;, i¢in

n n n
K| sl | < 1D ayll < MDY v
=1 =1 =1

esitsizligini saglayan K, M sayilarimn varolmasidir. (y,,) dizisi temel dizi
(x,,) dizisine denk ise (y,) dizisi de temel bir dizidir. Kapal Grafik Teoremi

uygulanarak
T(Z OéiI'i) = Z ;T
i=1 i=1

formiilii ile tanimlanan 7" doniiglimiintin (z,,) dizisinin gerdigi kapal al-
tuzay ile (y,) dizisinin gerdigi kapal altuzay arasinda siireklitersinir ve
tersinin de siirekli oldugu iizerine bir doniisimoldugu goriiliir.

ALISTIRMALAR

1)X Banach ,Y normlu uzaylar,(7,,) C L(X,Y), X deki her z i¢in lim,, T,,(z) =
T'(x) varsa bu gekilde tammlanan 7" doniigtimiiniin siirekli oldugunu gosteriniz.

2)l; uzay1 tzerinde f(x) = (D> z,) ile tammlanan fonksiyonelin dogrusal
oldugunu ancak [y iizrinde ||z|| = sup,|z,| ile tanimlanan norma gore siirekli
olmadigini gosteriniz.

3)Sup normu ile donanmug stireli fonksiyonlar C[a, b] uzayinda sabit bir
stirekli x = z(t) fonksiyonu igin

b
Fly) = / y(t)(t)dt

ile tanimlanan fonksiyonelin sinirli ve normunu bulunuz.

4) Normlu bir uzaymn dualindeki her f fonksiyoneli i¢in f(z) = f(y) ise
x = yoldugunu gosteriniz.

5)f, X vektor uzaymimn dualinde sifirdan farkl bir fonksiyonel, N bu
fonkssyonelin cekirdegi ise X uzayindaki her z vektoriiniin z € N olmak
lizere bir « sayisi i¢in x = ay + z biciminde yazilabilecegini gosteriniz.

6) X normlu bir uzay, {zi,...x,} sonlu tane 6ge ise bir y vektoriiniin
sonlu tane 6ge tarafindan gerilen altuzayda olmasi icin gerek ve yeter kogulun
{1, ...z, } tarafindan gereilen uzay tizerinde sifir olan her fonksiyonelin y
tizerinde de sifir olmasidir.
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7) Bir vektor uzay tizerinde ayni gekirdege sahip iki fonksiyonel f, g igin
f = ag olmasi gerektigini gosteriniz.

8) Yansimali birBanach uzaymin kapal altuzaylariin da yansimali oldugunu
gosyteriniz.

9) yakinsiyan dizilerin ¢ uzayimin Banach uzay1 oldugunu gosteriniz.

10) ¢ ve ¢ uzaylarinin yansimali olmadiklarim gésteriniz.

11) I3 uzaymn dualinin /, oldugunu gosteriniz.

12) 1,, 1 < p < oo uzaylarmm yansimal olduklarini gosteriniz.

13) X normlu uzaymnda z,, dizisi zayif topolojide = 6gesine yakinsiyorsa

|2l < limysupnzr||ek]|

gosteriniz. 14)X,Y normlu uzaylar T : X — Y T ve T~! doniigiimlerinin
siirekli oldugu iizerine bir izomorfizma ise

[T~ > ||T||7" gosteriniz.

15)X normlu,Y Banach uzay1 T : X — Y T ve T~! doniigiimlerinin
siirekli oldugu tizerine bir doniigiim ise X uzayinin da Banach uzay1 oldugunu
gosteriniz.

16)X,Y normlu uzaylar, X # 0 ve L(X,Y) tam ise Y uzaymin da tam
oldugunu gosteriniz.

17) I; uzaymnda zayif topolojide ve norm topolojide yakinsamanin ayni
oldugunu gosteriniz.

18) X, Y normlu uzaylar x # 0 ve bir A sayisi i¢in T'(z) = Ax saglanan T'
doniigiimii igin ||7']| > |A| oldugunu gosteriniz.

19) Banach-Steinhaus teoreminin X uzaymin tam olmamasi durumunda
dogru olmadigini ornekleyiniz.

20)(X, ].||) bir Banach uzay1 ,||.||o bu uzay tizerinde X uzaym tam kilan
bagka bir norm ve bu iki normdan biri digerinden daha kuvvetli ise iki normun
denk oldugunu gosteriniz.
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