Matematik Diinyasi, 2012-I1ll

Olasilik Kurami

Ayni Renk Top Beklentisi

(Yanhs kanitla dogru yaniti bulma sanati!)

ecenlerde bir dostum (Serdar Boztas) tiyesi ol-

dugum bir e-posta grubuna su soruyu yolla-
di: Iginde 7 tane siyah, # tane beyaz top bulunan
bir kutudan teker teker rastgele top ¢ekiyorsunuz.
Kutuda aymi renk top kaldiginda duruyorsunuz.
n’nin ¢ok ¢ok buyiik bir say1 oldugunu varsayar-
sak, kutuda ortalama asagi yukari ka¢ top kalir?
Daha matematiksel deyisle, kutuda kalan top say1-
s1 beklentisi kactir? Soruyu soyle de dile getirebili-
riz: Eger bu oyunu 7z = 100.000 igin, yani 200.000
topla 1 milyon defa oynasaniz ve stirecin sonunda
her oyunda kalan top sayisini toplasaniz ve bu
toplami 1 milyona bdlseniz, asagi yukar1 kag elde
edersiniz?

Segenekler de sunulmus:

a. Bir € > 0 sayisi igin asagi yukari ez kadar.

b. Asag1 yukar1 Vi kadar.

c. Asagi yukari log n kadar.

d. Asagi yukar bir sabit.

Serdar Boztag dostum, hesap kitap yapmayin,
program yazmayin, internette cevabi aramayin,
sadece sezgilerinizi kullanarak yanitlayin diye de
eklemis. Zaten mesajinin baghgi “sezginizi sina-
yin” idi.

Insanin aklini basindan alacak giizellikte bir
soru. Hesap kitap yapmadan durmak da zor. Ama
kendimi engelledim, sezgilerimle dusiinmeye ¢alig-
tim. Ilk 6nce b ve c segeneklerinden birinin olmas:
gerektiginde karar kildim. # ne kadar buytikse, ka-
lan top sayist da o kadar fazla olmasi gerektigin-
den d sikkini elimine ettim. a sikki da pek makul
gelmedi.

Ama biraz daha disiiniince bal gibi a ve d se-
¢eneklerinin miimkiin olabilecegine inanmaya bas-
ladim. Zaten sorunun yazilig ve sunug biciminden
yanitin sagirtici olmasi gerektigi belli. Bu yonden
bakinca d secenegi dogru segenekmis gibi gelmeye

basladi.

Evsel Atik

Sezgi bir yere kadar... Bir zaman sonra e-posta
grubunda kim varsa kalem kigida sarilip hesap
yapmaya basladi.

2n topla baslanan bir oyunda ortalama kalan
top sayisina f(n) diyelim. Oyunda en az 1 top ka-
lacagindan f(n) 2 1 olur. Ama f(#n) her zaman bir
tamsay1 olmayabilir, ne de olsa deneylerin ortala-
masini aliyoruz.

Once kiigiik 7 sayilari igin yanit1 bulmaya ca-
lisalim.

Eger n = 1 ise, yani 1 siyah ve 1 beyaz topla
oyuna baslarsak, ilk ¢ekisten sonra bir top kalir ve
sonu¢ 1’dir. Bu durumda beklenti 1 olur. Demek
ki f(1) = 1.

n = 2 durumunu ele alalim. Toplara

Ky, Ky, My, M,
diyelim. Bu dort top arasindan ¢ekilen ilk iki top
icin 4’tn 2’lisi kadar, yani toplam 6 farkli secenek
var. Bu 6 secenegin olasiligi hep ayni, her biri 1/6.
Ve bu seceneklerin 2’si ayni renkten, geri kalan 4’4
iki farkli renkten. Demek ki 2/6 olasilikla ilk iki ge-
kiste ayni renk top ¢ekecegiz ve oyun sonuna 2 top
kalacak ve 4/6 olasilikla ilk iki cekiste 1 siyah ve 1
beyaz top ¢ekecegiz ve 0 zaman oyun sonuna sade-
ce 1 top kalacak. Demek ki bu durumda beklenti
Zx2+dx1-%

olur. Boylece f(2) = 4/3 degerini bulduk.

Eger n = 3 ise, biraz daha karmagik bir hesapla
beklentinin 3/2 oldugunu gosterilebilir.

Birinci Deneme. Once a, b ve ¢ yanitlarimin
dogru olamayacagini sezgisel olarak gormeye cali-
salim. Bunu gormek icin f(n)’nin # ile birlikte ¢cok
artamayacagini gostermek yeter, ¢tinki ilk ti¢ ya-
nitta da 7 sonsuza giderken f(n) de sonsuza gidiyor.
Diyelim f(7) ¢ok ¢ok biiytik bir say1. Bir celigki elde
edecegiz. 2n tane topla oyuna bagladigimizi diisi-
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nelim. Muhtemelen oyunun sonunda f(n)’ye ¢ok
yakin sayida top kalacak, ciinkii boyle bir oyunda
“standart sapma” ¢ok biiyiik olamaz, yani oyunla-
rin sonuglari genellikle f(7)’ye yakin bir say1 olmali.
Oyun sonuna f(#)’ye ¢cok yakin sayida top kalmasa
da f(n)’den biiyiik sayida top kaldigi bayag oyun
oynamamiz lazim. Iste bu oyunlardan birini oyna-
digimiz1 varsayalim. Bu oyunun son hamlesinden
hemen once kutuda asagi yukar f(n) + 1 tane top
varmus ve bu toplarin biri bir renkten, digerlerinin
hepsi diger renktenmis. Ve biz son hamlemizde asa-
g1 yukar1 f(n) + 1 kadar olan top arasindan sece se-

¢e bu topu se¢misiz. Bunun olasihgi da asag yukar
1

fln)+1
dir. Ama f(n) ¢ok buiyiik oldugundan, bu olasilik
¢ok kugiktiir... Demek ki son hamlenin olasilig
¢ok kiigiikmiis. Miimkiin degil! Cok kugiik olasi-
likli bir olay arada bir gergeklesebilir ama ¢ok sik
gerceklesemez.

Her ne kadar ikna ediciyse de, bu akil yiirit-
menin pek matematiksel oldugu soylenemez. Gene
de bir gergegi isaret ettigi kesin. Bir kanit degil bel-
ki ama kesinlikle bir delil, ve gii¢lii bir delil.

Ikinci Deneme. (Serdar Boztas’m denemesi).
Bu sefer oyunu tersten oynayalim. Kutudan toplari
cekecegimize toplari rastgele teker teker secip bos
kutuya atalim ve en bagindan itibaren bos kutuya
ardarda ayni renkten ortalama kag top atacagimizi
hesaplamaya calisalim. Oniimiizde (kutunun digin-
da) ¢ok sayida siyah ve beyaz top olsun. Oyunun
ilk agamalarinda kutuya beyaz (ya da siyah) top at-
ma olasiligi 1/2’ye ¢ok yakindir, bu olasiligin tam
1/2 oldugunu varsayalim, en azindan oyunun basg-
larinda bu varsayimla fazla hata yapmayiz. Birinci
topu attik. Ikinci topun birinci topla ayni renkten
olma olasihgr 1/2°dir. Ilk ii¢ topun da ayni renk-
ten olma olasiligi 1/22°dir. Ilk dért topun da ayni
renkten olma olasiligi 1/23°tiir. Toplarin ayni renk
olma olasiliklar1 giderek azaliyor, olasilik her se-
ferinde yariya iniyor. Mesela 10 tane aym renkten
top atma olasiligi 1/500’e yakin bir olasilik, ¢ok
dusiik! Dolayisiyla ¢ok ¢ok sansh bir giiniimiizde
degilsek, kutuya ¢ok sayida ayni renk top atama-
yiz... Islemi tersine cevirirsek, yani sorudaki oyunu
oynarsak, en sonda kalan ayni renkten top sayisi-
nin sinirh olmasi gerektigini goriiruz.

Bu akil ytiriitmenin de tam matematiksel oldu-
gunu sOyleyemeyiz. Ama bayag ikna edici, hatta
bir 6ncekinden daha fazla ikna edici sanki.

Ucgiincii Deneme. Biraz daha matematiksel ola-
lim. Bu sefer soyle distinelim: Toplar1 oyundan
once numaralandiralim ve kutudan ¢ikardik¢a bir
masanin Ustiine soldan saga dogru siraya dizelim.
Kutu bosaldiginda 2# tane top masanin ustiine sol-
dan saga dogru siraya dizilmis olacak. En sagda,
kutuda en son tek bagina kalan top olacak. Oyunun
sonucu en sagda bulunan ayni renk top sayisidir.

Toplamda 2# top var ve 2n top masaya (2n)!
farkli bigimde dizilir. Toplar1 masaya rastgele diz-
digimizden her dizilimin boy gosterme olasilig:

1/(2n)!
dir.

Dizinin en saginda ardarda tam (ne eksik ne
fazla!) k tane beyaz top olma olasiligini hesapla-
yalim. Bu olasilik elbette kutuda en sonda tam &
tane beyaz top kalma olasiligidir. Ayni hesap be-
yaz yerine siyah i¢in de gecerli oldugundan, oyu-
nun sonunda k puan kazanma olasiligimiz 2p(k)
olur ve boylece beklentiye 2kp(k) eklenir. Eger bu
p(k) sayisini hesaplayabilirsek, bulmak istedigimiz
beklenti,

fln)y =220 kp(k) (1)

seklini alir. Simdi is bu p(k) sayisin1 bulmaya geldi.
Bunun i¢in de en sonda k beyaz top gelecek bicim-
de olasi kag farkli diziliminin oldugunu bulalim.

En sagdaki k tane beyaz toptan hemen Once
siyah bir top olmalidir elbette, ne de olsa en sonda
(ne eksik ne fazla!) tam k tane beyaz top kalmasi-
n1 istiyoruz.

En sagdaki k tane beyaz top # tane beyaz top
arasindan segiliyor. Bu secimi,

n
(0

farkl bi¢cimde yapabiliriz. En saga gelecek k tane
beyaz topu sectikten sonra bu & tane beyaz topu k!
farkl bigimde siraya dizebiliriz. Demek ki en sag-
daki k beyaz top igin,

k(i)

En sagda bulunan bu k tane beyaz topun he-

farkl dizilig var.

men solunda siyah bir top olmali. Bu siyah top icin
de 7 tane secenegimiz var.
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En sagdaki k tane beyaz topu ve bu k tane be-
yaz topun hemen soluna siyah bir top yerlestirdik.
Yani toplam k + 1 tane top yerlestirdik. Geriye

2n - (k+1)
tane top kaldi. Bu toplar dizinin en soluna yerleg-
tirilmeli. Bunun i¢in de
(27 = (k + 1))!
tane secenek var.

Boylece, yarisi siyah yarisi beyaz 27 adet topu,

en saga tam k tane beyaz top gelecek bicimde

(Z)/z!n(Zn —k=1)!

farkli dizilebilir. Bu dizilimlerin her birinin sonu-
cu k ve olasihigi 1/(2x)!. Ayni sey siyah toplar icin
de gegerli. Demek ki (1) formiilinden dolayi, yu-
karidaki sayiy1 (2#)! sayisina bolup, k ile carpip,
tim k’lar i¢in toplarsak oyunumuzun beklentisini
buluruz:

Zn'zk . <>kn2n k-1)! (2)
Bu sayiy1 hesaplamaliyiz. Ifadeyi sadelestirelim.

Zn'zk ) <>k'n2n k-1)!

Zn'zk . Wkn(Zn k-1)!

L 2n—k-1)!

=2n7 'Zk N
n'n' 27’1 k 1)
2” )! n!(n-k)!
vnv Zn k—1)!

)! k-1k )1 (n—-k)!

" 2n /e 1
zk=1k< n-1 )

] (2”)
n
Boylece,
2
n) = <2n> ket
n

buluruz. Tabii hesaplarin dogrulugunu kontrol et-

k(Zn—kl—l> 3)

n -

mek i¢in, yukaridaki formiilde # = 1, 2, 3 aldigi-
muzda sirasiyla 1, 4/3 ve 3/2 bulacagimizdan emin
olmaliyiz. Bu kontrolii miisvettede yaptik.

Simdi sira bu toplami hesaplamaya geldi, he-
saplayamasak da » ¢cok buytikken alacag: degerleri
kestirmemiz lazim. # ¢ok buyukken, yazinin ilk iki
adiminda bu saymin bir sabite yakin oldugu tah-
mininde bulunmugtuk.

Ne yazik ki yukaridaki toplami ne hesapla-
yabildik, ne de kestirebildik. Mutlaka bilinen bir
yontemi vardir ama bendeniz beceremedi. (Bu ya-

zinin sonunda bu toplami bulacagiz ama!)

Dordiincii Deneme. Problemi daha da genel
olarak kavramak amaciyla, siyah ve beyaz top
sayisini esit almayalim, siyah top sayist s, beyaz
top sayisi b olsun, ¢iinkii ne de olsa her hamleden
sonra kutudaki siyah ve beyaz top sayis1 degisiyor.

Once s tane siyah topu belli araliklarla soldan
saga siraya dizelim. s tane siyah top s + 1 tane ara-
lik belirler: en soldaki topun solu, ilk iki topun ara-
s1, ikinci ve tiglincii topun arasi vs ve en sagdaki to-
pun sagi. Bu s + 1 tane araliga b tane beyaz top yer-
lestirecegiz ve bunu rastgele yapacagiz. En sagdaki
araliga kag top duser? s + 1 tane araligin birinin
digerinden farki olmadigi i¢in her araliga ortalama

b

s+1

tane beyaz top diiser. Dolayisiyla en sagdaki arali-
ga da bu kadar beyaz top duser. Yani kutudan rast-
gele toplar ¢ektigimizde bu say1 kadar beyaz topla
oyunu bitiririz... Ayni sey beyazla siyahi degistirir-
sek de gegerlidir. Demek ki, bu oyunun beklentisi

Flbys) =<2+ o5 4)

olur.

Bu akil yuriitme de pek ikna edici degil dogru-
u... Toplari kutudan ¢ikarip siraya dizerek prob-
lemimizin bir modelini ¢ikarmaya ¢alistik ama mo-
delin dogru olup olmadigr hakkinda bir fikrimiz
yok. Yukaridaki paragrafta kullandigimiz olasilik
dagiliminin asil problemdeki olasilik dagilimiyla
bir ilgisinin olup olmadig kuskulu.

Belki yanlig, ama gene de bir yanit bulduk!

Simdi asil problemde oldugu gibi s = b = 7 ala-
lim. O zaman yukarida buldugumuz yanit,

fn) =22 (5)

seklini alir.

Bakalim bu yanit 7 = 1, 2 ve 3 i¢in ilk sayfada
buldugumuz f(1) = 1, f(2) = 4/3, f(3) = 3/2 yanit-
larindan ne kadar uzak. Ufak bir hesap yaptiginiz-
da goreceksiniz ki n = 1, 2, 3 iken

2n
n+1

gibi, sirasiyla 1, 4/3 ve 3/2 de-

ifadesi, aynen f(n)

gerlerini aliyor!
Cok tuhaf! Muhtemelen f’nin bir sonraki de-

gerinde bagka bagka yamit bulunur... Hesaplama-

dan bilinmez!
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Besinci Deneme. Simdi gercekten matematik-
sel olalim. Gene s tane siyah topla ve b tane beyaz
topla oynanan oyunu diigiinelim. Bu oyunda en
sona kalan ayni renk top sayisina

fs, b)
diyelim. Sorumuz 7 ¢ok ¢ok buyukken f(n, n) sa-
yisinin agagi yukari kag olacag. Elbette,
f(s,0)=sve f(0,b) =b
olur.

f(s, b) sayilar1 arasinda tiimevarimsal bir iligki
bulalim: Diyelim s tane siyah ve b tane beyaz topla
oyuna basladik. Eger s = 0 ya da b = 0 ise yanit1
bildigimizden, s ve b > 0 varsayimini yapalim.

b

b+s

olasilikla beyaz top sececegiz ve kutuda b - 1 ta-
ne beyaz, s tane siyah top kalacak; bu durumda
beklentimizin f(s, b - 1) oldugunu biliyoruz. Ote
yandan,

s
b+s

olasilikla beyaz top sececegiz ve kutuda s - 1 ta-
ne siyah, b tane beyaz top kalacak; bu durumda
da beklentimizin f(s — 1, b) oldugunu biliyoruz.
Demek ki,

£(s,b) = b B Flsb=1)+ 55 f(s=1,b).  (6)

Iste bu tiimevarimsal iliskimiz. Bu formiilii kullana-
rak f(s, b) sayilarini teker teker bulabiliriz. Mesela

2 2.2

olur. Problemin simetrisinden dolay:

£(5, b) = fib, s)
oldugundan, yukaridaki tiimevarim iligskisinde s =
b = n alarak,

f(n,n) = f(n,n-1)
buluruz. Demek ki,
f(2,2)=f(2,1) =4/3,

aynen yazinin baglarinda buldugumuz gibi. f(3, 3)
sayisint bulmak i¢in, 6nce f(3, 1)’i, sonra f(3,2)’yi

hesaplayalim:
FB31) =g f 31— 1)+ o5 f3-1,1)
_15,34_7
T4t 43 T g
2 3
F3,2) =555 f(3,2- 1)+ 555 £(2,2)
_27 .34 _42+48 3
=54%3537 60 T2
Demek ki,

f3,3)=1(3,2) =302,
daha once buldugumuzu soyledigimiz gibi.
Sonug olarak,

f(sO)—s,f(O b) = b.
Fls,b) =52 fls,b-1) + 55 f(s-1,b)

esitliklerini saglayacak iki degiskenli bir f(s, b

(7)

fonksiyonu bulmaliyiz. Fikri olan beri gelsin!

Oldiiriicii Darbe: Yukaridaki (7) esitliklerini
saglayacak bir f(s, b) fonksiyonu ariyoruz. Ya da
aym sey, (3)’teki toplamin kapali bir bigimini ari-
yoruz.

Tabii (3)’teki toplami bulmak igin yaptigimiz
akil yiliriitmeyi s siyah ve b beyaz topla yaparsak
(7) esitliklerini saglayan bir ifade buluruz ama, za-
ten (3)’teki toplam hog bir ifade degil ki, bu yon-
temle bulunacak bir ifade hog olsun! Miimkiinse
(7)’yi saglayan ve kapali bir formiille tanimlanmig
bir fonksiyon bulmak istiyoruz.

Simdiki arkaniza yaslanin ve emniyet kemerle-
rinizi baglayin: Dorduncti denememizde sagmasa-
pan bir akil yiiriitmeyle buldugumuz (4)’teki fonk-
siyon (7) esitliklerini sagliyor. (Okur litfen hesap-
lart yapsin.) Demek ki (4)’teki fonksiyon dogru
yamitmig. Yani yanit,

fn) =
imig. 7 ¢cok biiyiikken bu say1 2’ye yakindir. De-

2n
n+1

mek ki ¢ok sayida topla oynandiginda, en sonda
ortalama 2 top kalir, yani Serdar Boztag’in soru-
sunda d sikki dogru yanuttir.

Bu arada, (4)’teki toplamin ne oldugunu bul-
duk: 2n/(n+1). Bunu diizenlersek,

ZZ . k<2nn__k1_ 1) _ <n2+n1>

formiiliinii elde etmis oluruz. Ilging bir formiil.

Muamma. 4’tinct denemedeki sagmasapan akil
yuriitme nasil oluyor da bize dogru yanit veriyor?
Yanlig bir akil yiirtitmenin dogru yanit verdigi va-
kidir, ama bu durumda bu kadar sansin olamaya-
cagini santyorum. Galiba o denemedeki akil yuriit-
me dogru da, neden dogru oldugunu goremedim.

Bu yazida yazilanlarin hepsi ya da bir kismu
Serdar Boztas, Gregory Cherlin ve Dogan Bilge ta-
rafindan da bulunmustur. Bazilariyla ortak c¢alisil-
mustir. Her birine tesekkiir ederim. ¥



