Matematik Diinyasi, 2003 Kis

Tansor Carpimi vb.

1. Temel Problem. A ve B, iki toplamsal (de-
mek ki abelyen) grup olsun!. A x B’den bir bagka
abelyen gruba giden bir u# fonksiyonu, eger her a,
ay, a, € Ave b, by, by € B igin,

u(aq + ap, b) = u(ay, b) + u(ay, b)
ve
u(a, by + by) = u(a, by) + u(a, by)
esitliklerini sagliyorsa, #’ya cifte toplamsal fonksi-
yon ya da cifte Z-dogrusal fonksiyon adi verilir. El-
bette cifte toplamsal bir # fonksiyonu, her 7, m € 7
tamsayilari icin
u(a, 0) = u(0, b) = 0,
u(na, mb) = nm-u(a, b)
u(-a, b) = u(a, -b) = —u(a, b)

esitliklerini saglar.

Ornek 1. f(a, b) = 0 olarak tanimlanan sifir
fonksiyonu her zaman ¢ifte toplamsaldir.

Ornek 2. Eger R herhangi bir halkaysa, f(a, b) =
ab kuraliyla tanimlanan R x R’den R’ye giden fonk-
siyon R* = (R, +, 0) grubu icin ¢ifte toplamsaldir.

R bir halka, My bir sag R-modiil ve gN bir sol
R-modiil olsun. (Eger R degismeli bir halkaysa sag
ya da sol modiiliin farketmedigini okura animsata-
lim, ¢tinkti her M sol R-modiilii i¢in, 77 = rm tani-
mi M’yi dogal olarak bir sag R-modiil yapar; aym
sey degismeli olmayan halkalar i¢in dogru degildir.)
M x N’den bir abelyen gruba giden cifte toplamsal
bir f fonksiyonu, her m € M, n € N, ve r € R i¢in

Flmr, n) = Flm, )
esitligini sagliyorsa, o zaman f’ye dengeli fonksi-
yon ya da R-dengeli fonksiyon adi verilir.

Ornek 1. Eger R herhangi bir halkaysa, M = R
ve N = gR olsun. O zaman, f(a, b) = ab kuralyla
tanimlanan R x R’den R’ye giden f fonksiyonu
dengelidir.

Ornek 2. Eger R = Z ise her cifte toplamsal fonk-
siyon dengelidir, yukardaki ekstra kosula ayrica ge-
rek yoktur.

1 Bu yazidaki tiim abelyen gruplar toplamsal yazilacak. Ayrica,

bu yazida, abelyen gruplarin Z-modiil olarak algilanmasi yarar-
I olabilir.

Ali Nesin

Bu yazida su “evrensel” problemi ¢ozmeye ¢a-
lisacagiz:

Problem: Oyle bir M ®g N abelyen grubu ve
dengeli
®:MxN->M®&g N
fonksiyonu var nudir ki, her A abelyen grubu ve
ber dengeli
FiMxN-A
fonksiyonu icin,
go®=f
esitligini saglayan bir ve bir tane (burasi 6mnemli)
g:M®; N A
grup homomorfizmasi olsun?

Tanimui aciklayic sekil agagida.
VS

MxN ———» A
v
®
Lo Alg
M®; N

Birazdan boyle bir M ®; N abelyen grubu ve
dengeli bir ® : M x N > M ®z N fonksiyonu ol-
dugunu kanitlayacagiz. Bu durumda, m € M ve n
e N icin, ®(m, n) yerine, daha kullanigli olan 1 ®n
yazilir. ® fonksiyonunun dengeli olmasi demek,
herm e M, n € N, r € R icin,

(mq + my)®n = m®n + m,®n,

m®(ny + ny) = mny + m®ny,

mr®n = mQrn
esitliklerin saglanmasi demektir. Ayrica, bu yazi-
limla, ® dengeli fonksiyonundan tanimda istenen
ozellik, her dengeli

f:MxN-—>A
fonksiyonu ve her m € M, n € N icin,
2m ® n) = fm, n) (1)

esitliginin saglanmasi olarak ifade edilir.

Eger yukardaki 6zelligi saglayan M ®; N abel-
yen grubu ve dengeli bir

®:MxN->M®; N
fonksiyonu varsa (ki oldugunu gorecegiz), bunlar-
dan birazdan aciklayacagimiz anlamda bir tanecik
vardir. Nitekim, eger
M®&g N
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ve
@ :MxN->MORgN
bu ozelligi olan ikinci bir (M ®z N, ®') ifti ise, o

zaman,
® , ®
MxN —» M®yN MxN —» M@ N
v A
® ® »
8 g
M®, N M®, N

diagramlarini degismeli yapan biricik

¢ :M®&gN—>M®; N
ve

g:M®; N>M®yN
grup homomorfizmalari vardir. O zaman,

MxN —2 + M®,N MxN M®, N
~ «
® &
g'og gog'
M@, N M&, N

diyagramlari da degismeli olur. Ote yandan, elbette,

MxN —2 + Me,N MxN -2 » Mo, N
~ K
® o
IdM®RN IdM@’RN
M®, N M, N

diyagramlar1 degismelidir. Ama tanimdan dolay1
bu tur diyagramlart degismeli yapan tek bir grup
morfizmasi olmali. Demek ki,

ge g =ldyg,n ve g' o g =ldye, N

esitlikleri dogrudur ve demek ki g ve g’ birbirinin
tersi olan grup homomorfizmalaridir, yani izomor-
fizmalardir. Dolayisiyla yukardaki tanimin kogulu-
nu saglayan bir (M ®y N, ®) cifti verilmisse, diger-
leri, bir
g: M® N> A
grup izomorfizmas igin,
(A, g0 ®)

cifti tarafindan verilmistir.

Yukardaki tanimi saglayan ve bir anlamda bi-
ricik oldugunu kanitladigimiz

(M ®g N, ®)

ciftine M ve N’nin tansor carpimi denir. Cogu za-
man ® fonksiyonu yazilmaz ve M ®g N grubu-
nun (yani Z-moduliiniin) bir tansor ¢arpimi oldu-
gu soylenir. Ama gene de tansor carpiminin sade-
ce M ®g N abelyen grubundan ibaret olmadigy, bir
de ayrica dengeli bir ® : M x N - M ®p N fonk-
siyonu bulunmasi gerektigi akildan ¢itkmamali.

Burada R’yi degismeli bir halka olarak alma-
dik ama en kullanish ve ilging durum, R degismeli
oldugu durumdur. O zaman M ®x N de (¢cok do-
gal bir tanimla) bir R-modilu yapisi kazanir. Bunu
ilerde gorecegiz. Tansor ¢arpiminin varligmi kanit-
lamadan once birkag ornek verelim.

Ornek 1. R herhangi bir halka olsun. M = Ry
ve N =
7 ® s elemanini 7s olarak tamimlayabiliriz. Nitekim,

rR olsun. O zaman, R ®g R’yi R olarak ve

A hangi abelyen grup ve f : R x R — A hangi den-
geli fonksiyon olursa olsun,
glr) = fir, 1)
formiiliyle tanimlanan g : R — A fonksiyonu bir
grup homomorfizmasidir ve
8(r®s) = g(rs) = flrs, 1) = f(r, s)
olur. O

Yukardaki ornegi genellestirebiliriz:

Ornek 2. R bir halka, M = Ry ve N, herhangi
bir sol R-modiil olsun. O zaman, R ® N’yi N ola-
rak ve r ® n elemanini 77 olarak tanimlayabiliriz.
Nitekim, A hangi abelyen grup ve f : R x N - A
hangi dengeli fonksiyon olursa olsun,

g(n) = f(1, n)
formiuliiyle tanimlanan g : N — A fonksiyonu bir
grup homomorfizmasidir ve
g(r®n) = g(rn) = f(1, ) = f(r, n)
olur. 0J

Bu ornekten su ¢ikar: R, S’nin bir althalkasiy-
sa, R®gr S=Sver®s=rsolur.

Ornek 3. R = Z, n, m > 0 bir dogal say1 ve M
= Z/nZ, N = Z/mZ olsun. d = ebob(n, m) olsun. O
zaman M ®z N tansor ¢arpimini Z/dZ olarak ve
Z®b elemanini ab olarak tanimlayabiliriz. (Harf-
lerin wistiindeki —, " ve ~ isaretleri @istiinde bulun-
duklari sayilarin sirasiyla modilo 7, m ve d alin-
diklarini soyliyor elbette.) Bunu kanitlamak i¢in
her seyden 6nce a € M ve beNi icin @ ve b ele-
manlarinin iyi tamiml olduklarint gorelim, bunu
gormek kolay ve okura birakiyoruz. Sonra, hangi
A abelyen grubu ve hangi

fildnd x ZImZ — A
dengeli fonksiyon alinirsa alinsin,
g:Zml &z IInZ = 7/dZ — A

fonksiyonunu,
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g@) = 1@ 1)
formiiliiyle tanimlayalim. Ama 6nce bu fonksiyo-
nun iyi tanimli oldugunu gostermek gerekir: Eger
a = b ise, yani d, a — b sayisinmi béliiyorsa, o zaman
a-b=dz=(xn+ym)z
e§1thkler1n1 saglayan X, Yy 2 tamsay11ar1 vardir ve,
fla, 1) f(b+ (xn +2/m 2, 1) R
= f(b +ymz, 1) = f 1)+
= 16, 1) + £11, yid) = £15,
= f(B, 1)+ 0 = f(B, 1)

olur. Demek ki g fonksiyonu iyi tanimlanmugtir.

>

pomz, 1),
1) +f<1, 0)

Son olarak,
g(@®b) = f(@a, b)
esitligini kamtlayallm
gla®b) = glab) = f(@ab, ) .
_fbal f(,b) fla,b). O

Ornek 4. R =Z, n > 0 bir dogal say1, M = Z/nZ,
N = Q olsun. O zaman Z/nZ ®; Q’yu 0 abelyen
grubu olarak tanimlamak zorunda kaliriz. Elbette
bu durumda, @ ® g = 0 olarak tanimlanmak zorun-
dadir. Nitekim,

a®q=da®mn(g/n)=na ® (qg/n) =0 ® (g/n) =

olur. 0’in gergekten tansor ¢arpim oldugunu kanit-
lamak oldukga kolaydir. O]

Ornek 5. 7 ve m iki dogal say1 ve R herhangi
bir degismeli halka olsun. Mp = R” ve gN = R™ ol-
sun. e;ler R™nin, f;ler R”’nin bir tabaninmn ele-
manlari olsun. P = R™" olsun. g;; (i = 1, .., nve j =
1, ..., m), P’nin bir tabani olsun. M®zN = P ve,

[Z;ei nj ®(zzl%‘f j j = Zi,/ﬁ/gi,f

olur. Bunun kanitini okura birakiyoruz. O

Bu agsamada, M®gN abelyen grubunun
{(m®n:m e M,n € N}

kiimesi tarafindan gerildigini kanitlayabiliriz ve bu
olgu bize M®zN abelyen grubunun ne olmasi ge-
rektigi konusunda bir bilgi verir ve dolayisiyla tan-
sor carpiminin varhiginin kanitini kolaylastirir.
Ama bunu yapmayacagiz. Bu olgu tansor ¢arpimi-
nin varligimin kanitindan ¢ikacak.

2. Tans6r Carpiminin Varlig

Teorem 1. Tansor carpimu her zaman vardur.

Kamit: R bir halka, My bir sag R-modiil ve gN
bir sol R-modiil olsun. M x N kiimesinin elemanla-
r1 tarafindan ozgiirce gerilen abelyen gruba F diye-

lim. Yani F’nin elemanlari, a,, , € Z olmak iizere,
Z(m,n)eMxN a(m’n)(m’ )

tiirtinden yazilan ve sadece sonlu tane 4,,, ,,) katsa-
yisinin 0’dan degisik oldugu “bigimsel” sonlu top-
lamlardir. Buradaki “bicimsel” sifati su anlama
gelmektedir:

Z(m,n)eMxN a(m’")(m’ n) = Z(m,n)eMxN b(m’")<m’n)

esitligi ancak ve ancak her m € M, n € N i¢in,
Uy, n) = b, n)

ise gegerlidir. M x N kiimesinin F’nin bir altkime-

si olduguna da dikkat edelim. Bu igindeligi
i:MxN-—>F

fonksiyonuyla gosterelim:
i(m, n) = (m, n).

P, F’nin asagidaki elemanlar: tarafindan geri-
len altgrubu olsun:

(ml + 7’}12, n) - (m]a ﬂ) - (le, n)a
(m, ny + ny) — (m, nq) + (m, ny),
(mr, n) — (m, rn).

Burada, tim m, my, my € M, n,ny,ny € Nver e
R aliyoruz. Simdi M ®y N abelyen grubunu
M ®g N = F/P
olarak tanimlayalim. Ve eger
n:F— F/P

dogal izdisiimse,

®: MxN—>F/P=M®g N
fonksiyonunu her (11, n) € M x N c F igin,

m ® n =mn(i(m, n)) = n(m, n)
olarak tanimlayalim. Boylece, dengeli bir

®:MxN-—>M®; N

fonksiyon tanimlamis oluruz. Resim agagida:

®=moi

MxN<ts F 5> FP=M®N
(m,n) > (myn) > (myn)=mQn

F ozgiir abelyen grubu M x N altkiimesi tara-
findan gerildiginden, M ® N grubu elbette
(M x N),
yani
(m®n:me M,n e N}
altkiimesi tarafindan gerilir. Bir bagka deyisle, bu
M ®p N grubunun elemanlari, hemen hemen hep-

si 0 olan g € Z tamsayilari igin,

m, n)
Z(m,n)eMxN a(m’n)m®n

bi¢iminde yazilirlar. Yalniz buradaki toplam bi-
cimsel degildir, yani birbirinden tamamen degisik
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A, n)s O(m, ny € £ tamsayilar igin,

Z(m,n)eMxN Yo, 1B = Z(m,n)eMxN b,y ®n

esitligi dogru olabilir.

Bircok ogrenci, M ®g N grubunun elemanlari-
nin hepsinin m ® n bi¢iminde yazildigini sanir;
ama bu genellikle dogru degildir.

Bu tanimlarin tansoér ¢arpiminin taniminin di-
ger kosullarini yerine getirdigini iddia ediyor ve he-
men iddiamizi1 kanitlamaya girisiyoruz. A herhangi
bir degismeli grup ve

f:MxN-—>A

herhangi bir dengeli fonksiyon olsun. Ik amaci-
miz, her (m, n) € M x N c F igin,

Fm, m) = glm @ n)
esitligini saglayan bir

g:M®z N A
grup homomorfizmasi bulmak. Yapmak istedigi-
mizin sekli agagida.

®=moi
T

MxN—s F 5 FP=-M®N
(m,n) > (myn) > (myn)=mQn

fl g

f(m, n) &~
m
A

Once, her (m, n) € M x N igin,
f(m, n) = h(m, n)
esitligini saglayan bir
h:F— A
grup homomorfizmasi bulalim.

®=moi

MxN<s> F 35 FP=M®N

(myn) > (myn) > (myn)=mQ@n

Boyle bir grup homomorfizma elbette vardir,
¢linkii F, M x N altkiimesi tarafindan ¢zgiirce geri-
len abelyen gruptur, bunun i¢in h(m, n) elemanini

h(m, n) = f(m, n)
esitligiyle tanimlamak ve bu tanimi / : F — A fonk-
siyonu homomorfizma olacak bicimde, yani,

h(z(m,,,)eMxN %) 7 ”)) = z(m,meMx N Y 1571)

- Z(m,n)eMxN a(m’n)f(m,n)

esitligi dogru olacak bigimde genigletmek yeterlidir
Bunu, F, M x N altkiimesi tarafindan ozgiirce geri-
len abelyen grup oldugundan yapabiliriz.

Yeni sekil agagida.

®=moi

; b3
MxN<ts F —> FP=M®N

m,n) & (myn) = (myn)=mQ@n
flC%
n) = h(m, n)

m

A boi:f

(
fm,

Simdi,
P <XKerh
iligkisini kanitlayacagiz. Bunu kanitlamak icin P’yi
geren,
(my + my, n) — (mq, n) — (my, n),
(m, ny + ny) — (m, nqy) + (m, ny),
(mr, n) — (m, rn)
tim elemanlarin Ker /’de oldugunu kanitlamak
yeterli. Birinci tiirden baglayalim:
h((mq + my, n) — (my, n) — (my, n))
= h(my + my, n) — h(mq, n) — h(m,, n))
= flmy + 1y 1) — flmy, m) = Flomg, m)
=0,
ciinkii f ¢ifte toplamsal. Ikinci tiirde yazilan ele-

—

manlarin da Ker »’de oldugu benzer bigimde kanit-
lanir. Son tiire gelelim:
h((mr, n) — (m, rn)) = b(mr, n) — b(m, rn)
= fimr, n) - f(m,rn) =0,

ciinki f dengeli. Demek ki P < Ker h. Bundan, her
x € Figin,

gln(x)) = bix)
esitligini saglayan bir

h:F/IP—> A
homomorfizmasi oldugu ¢ikar. Simdi artik tabloyu
tamamlayabiliriz:

®=moi

N

MxN<s F 55 FP=M®N
m, n)=mQen

(m, n) > (m, n) > (m, n)
|07
f(ma n)=h(m5 n)
m
A
hoi=fvegon=h

Hesaplari da yapalim:
glm @ n) = g(n(i(m, n))) = (g o n)(i(m, n))
= h(i(m, n)) = (b o i)(m, n)
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= f(m, n).
Boylece g’nin varligini gostermis olduk. Son ola-
rak g’nin biricikligini kanitlamaliyiz. Bu oldukc¢a
kolay: g’nin M®gN’yi geren (M x N) kiimesinin
elemanlarinda almasi gereken degerler
= f(m, n)
esitliginden belli. Demek ki bu esitligi saglayan g

g(m®n)

grup homomorfizmasindan iki tane olamaz. Te-
orem kanitlanmugtir. O]

Sonug 2. Eger M modiilii (m;);| tarafindan, N
modiilii de (nj);cy tarafimdan geriliyorsa, o zaman
M ®g N grubu (m;®n;);c tarafindan gerilir. Dola-
yistyla sonlu sayida eleman tarafindan gerilmis iki
modiiliin tansot carpum sonlu eleman tarafindan
gerilir.

Kanit: Teoremin kanitindan hemen ¢ikar. [

Tanimi ve kaniti pekistirmek icin birka¢ 6rnek
daha verecegiz.

Ornek 7. R degismeli bir halkaysa,
RIX] @ RIY] = R[X, Y]
ve
£(X) ® g(Y) = f(X)g(Y)
olur.
Kanit: Yukarda tanimlanan
® : R[X] x R[Y] - R[X, Y]
fonksiyonunun cifte toplamsal ve dengeli oldugu
belli. Verilen bu tanimlar i¢in tansor ¢arpiminin
evrensel oOzelligini kanitlayalim. A herhangi bir
abelyen grup ve
f:R[X]xR[Y] > A
dengeli bir fonksiyon olsun. R[X, Y]’den A’ya gi-
den ve her p(X) € R[X] ve her q(Y) € R[Y] i¢in
gp(X)q(Y)) = f(p(X), q(Y))
esitligini saglayan bir (ve bir tane) g grup homo-
morfizmasi bulacagiz. R[X, Y], toplamsal olarak
XY (reR,i,jeN)
elemanlar1 tarafindan gerildiginden, bu elemanla-
rin g-imgelerini tanimlamak yeterli. Zaten tanimin
ne olmasi gerektigi de belli:
S(rXiYi) = f(rXi, Yi).
Dolayisiyla, tanim,

g(ziiq’/Xin) 2, X))

bi¢iminde olmali. Yani g varsa b1r1c1kt1r. Once g’nin
bir grup homomorfizmasi oldugunu kanitlayalim:

i(f (X', ¥7 )+ (Si’iXi’Yi))
i,;‘f(’i,/Xi’Yj)+z A XY)
= g(zi, X inj " g(zi,f’?" X'y )

Ayni esitlik + yerine — i¢in de gegerlidir; aym
kanitla.

Simdi g’nin her p(X) € R[X] ve gq(Y) € R[Y]
icin

g(p(X)q(Y)) = f(p(X), q(Y))
esitligini sagladigini gosterelim. g’nin toplamsal ve
f’nin cifte toplamsal olmasi nedeniyle, bu esitligi
bu genellikte kanitlamak yerine, her r € R, 4,j e N
icin,
2((PXi)(sY1)) = (rXi, sY)

esitligini kanitlamak yeterli. (Bu dedigimizden
emin olun.) Kanitlayalim:
g((rXi)(sYl)) = g(rsXiYl) = f(rsX!, YI) = f(rX, sY/).
Istedigimizi kanitladik. O]

Ornek 8. Her n poxzitif dogal sayist icin
7" ®g Q = Q*
ve
(k1y s k) ® q = (k14 -y Ry q)
olur.
Kanit: Yukarda tanimlanan
®:7"nx Q - Q~
fonksiyonunun cifte toplamsal ve dengeli oldugu
belli. Verilen bu tanimlar i¢in tansor ¢arpiminin
evrensel Ozelligini kanitlayalim. A herhangi bir
abelyen grup ve
f:72"xQ - A
dengeli bir fonksiyon olsun. Q”’den A’ya giden ve
her (kq, ..., k,,) € 7" ve q € Q igin,
g(qu, ey knq) = f((kb e kn)s 6])
esitligini saglayan bir (ve bir tane) g grup homo-
morfizmasi bulacagiz.
a;, b, € Z i¢in dyle ¢;, € Z ve u € N bulabiliriz
ki, a;/b; = ¢;/u olsun. Simdi,

A An|_ [ G 1
g(bl ,...,bnj—g( I j—f((cl,...,cn),uj
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olsun. Bunun iyi bir tanim oldugunu gosterelim.
Nitekim, eger

T T T geeey T
u v u

aq di ¢ dy
v

ise, f dengeli oldugundan,

f (<Cl»--’cn),%j=f((cly,...,cny) 1 j

_ f((dlu i), Mlj
- f((dl,...,dn),%j

olur. Dolaysiyla g iyi tanimhidir. Simdi de g’nin
toplamsal oldugunu kanitlayalim:

(3% (d: )

d
gl L+ +_nj
u v

c,v+d, uj

uv

quv+ dlu

8

=f

1
clu+d1u ,cnu+du) j
uv

dnu),ij

f v, . (dlu

uv

j+ f((dlu dnu),uivj

f C1s .- )Cn ]"'f[(dls 9d )3%)

oL
= yees
u u

Son olarak her (kq, ..., k,)) € Z" ve q € Q igin,

g(qu7 (233 an) = f((k]a (233 kn)’ ‘I)
esitligini kanitlayalim. g yerine a, b € Z i¢in a/b ya-

= /| (

C1Vs o5 Cn

[
S
{
(
(
(

zalim ve hesaplayalim:

kla
glkids -k, ( o j
o)
= ( kls a a j
= ( kl9 3 »q )
Kanitimiz bitmistir. []

Bu ornegi aynen yukardaki gibi ¢cok basit bi-
¢imde genellestirebiliriz:

Ornek 9. R bir bolge, K, R’nin boliim cismi ve
n pozitif bir dogal say: olsun. O zaman R" g K =
K7 ve (11 ey 7,,) ® s = (118, vuy 7,8) X! Olur.

Kanit: Okura birakilmistir. OJ

Ornek 10. R degismeli bir halka, n pozitif bir
dogal sayr olsun. O zaman R" ®g R[X] = R?[X] ve
(71 vees Tpy) ® sXI = (115, «.y 7,8) X" Olur.

Kamit: Tansér carpimi fonksiyonunun tanimini,

(715 ®Z X' = z (715;5-eseS; ) X’

olarak yapalim. Bunun R” x R[X]’ten R”[X]’e gi-
den dengeli bir fonksiyon oldugu belli. Evrensel
ozelligi kanitlayalim. A herhangi bir abelyen grup ve
FiR"x RIX] - A
herhangi bir dengeli fonksiyon olsun. Her r € R”
ve her p € R[X] i¢in
gr®p) = f(r,p)
esitligini saglayan bir (ve bir tane)
g:RYX] > A
grup homomorfizmasi bulacagiz. g’nin taniminin
nasil olmasi gerektigi belli: R?[X] grubu
(715 weey 7)) X1
turinden elemanlar tarafindan 6zgiirce gerildigin-
den, g’yi tammlamak igin, g((rq, ..., 7,,) X?) eleman-
larini belirlemek yeterli. Bu elemanlar da yukarda-
ki esitlik p = X i¢in saglanacak sekilde tanimlan-
mali elbet:
81y s 7)X0) = FU(F1y ey 1), X0,
f’nin dengeli oldugunu kullanarak, bu tanimin her
r € R ve her p € R[X] i¢in
gr®p) = f(r,p)
esitligini sagladigini kanitlamak kolay. 0J

Ornek 11. P bir asal sayilar kiimesi olsun. Asal
bolenleri P kiimesinden olan sayilara P-say: diyelim.
Zipy=1{alb:a, b e Z,0 % b bir P-say

olsun. O zaman Z py bir halkadir ve
Zip ®z 20 =Lruo)
ve x ®y = xy olur.
Kanit: Okura birakilmistir. OJ

Ornek 12. I < R bir ideal olsun. M ve N iki R-
modiil olsun. IM = 0 ve IN = 0 varsaymmlarm yapa-
lim. O zaman, M ve N dogal bir bicimde R/I-mo-
diiller olarak goriilebilirler ve

M®g N=M®g; N
olur. (Yani gercekten esitlik olur.)
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Kanit: Teorem 1’in kanitindan hemen ¢ikar.
Nitekim F ve P gruplarinin tanimi her iki durumda
da aynidir. O

Ornek 13. R ve S birer halka olsun ve
¢:5—>R
bir halka homomorfizmasi olsun. O zaman her sol
R-modiil, ¢ sayesinde,
ms = mo(s)
formiiliyle, bir sol S-modiil olarak gorulebilir. Ay-
ni gey sag R-modiller igin de gegerlidir elbette.
Eger My ve gN birer R-modiilse, M ®¢ N'nin m ®
n elemanini M ®g N’nin m ® n elemanina gotiiren
bir fonksiyon vardir ve bu fonksiyon orten bir
grup homomorfizmasidir.
Kanit: Uygun elemanlar igin,
ms @n=mo(s) ®n=m ® o(s)n =m Qsn
oldugundan (m, n) — m ® n fonksiyonu S-denge-
lidir. Demek ki istenildigi gibi bir grup homomor-
fizmasi vardir. Bu fonksiyonun orten oldugu cok
bariz. [

Onemli. M’ < Mg ve gN modiiller olsun. O za-
man M’ ®g N’nin 6zenle ayriltirilmas: gereken iki
degisik anlami olabilir. M’ ®g N grubunu 1) bag-
l1 bagina iki modiiliin bir tansor ¢arpimi olarak go-
rebiliriz, 2) M ®g N grubunun

m®n:meM',n e N}
altkiimesi tarafindan gerilmis altgrubu olarak go-
rebiliriz. Yanim € M’ ve n € N igin m ® n elema-
nint M' ®g N grubunda ya da M ®3 N grubunda
hesaplayabiliriz. Her zaman aym sonug¢ bulunma-
yabilir. Ornegin R =Z, M =Z, M' =27, N = 7127
olsun. Z-modiil olarak M’ ~ M oldugundan, birin-
ci yorumda,
M' ®x N~7Z ®; 7127 = 7127
elde ederiz, oysa ikinci yorumda,
M' ®g N =27 ®; 2127 = 7 ®; 27/127
=Z®;0=0

elde ederiz. Arada su1 fark var:

2x®y=x® 2y
esitligi M ® N grubunda anlamlidir ama eger x
bir tek sayiysa, ayni egitlik M’ ®z N modilinde
anlamsizdir

Yararl. M ® N tansor ¢arpimindan bir G
grubuna bir g homomorfizmasi tanimlamak igin,
g(m ® n) degerini tanimlamak yeterlidir elbet ama
bunun bir iyi tanim oldugunu kanitlamak kolay ol-

mayabilir ¢inkii
z m®n = Z m' @n'

esitligi olmasina kargin,

Z gm®n) = Z g(m' ®n')

esitligi saglanmayabilir. Ote yandan g’yi tanimla-
mak i¢in illa bunu kanitlamak gerekmez;
Fm, m) = glm ® n)
kuraliyla tanimlanan
fMxN->G
fonksiyonunun cifte lineer oldugunu gostermek ye-
terlidir.

3. Halka Degismeliyse

Eger R degismeli bir halkaysa, her sol R-modiil
dogal bir bigcimde (mr = rm tanimiyla) bir sag R-
moduldur ve her sag R-modil dogal bir bicimde
bir sol R-modildiir. Dolayisiyla eger halka komii-
tatifse, her M ve N modiilii icin hem M ®g N tan-
sor ¢arpimindan hem de N ®g M tansor ¢arpimin-
dan bahsedebiliriz. Ama bu ikisi izomorfturlar:

Teorem 3. Eger R komiitatif bir halkaysa, o
zaman M ®g N ve N ®p M tansor ¢arpimlar: do-
gal bir bicimde izomorfturlar ve izomorfizma

mni—>n®m
fonksiyonunu genisletir.

Kanit: (m, n) elemanini # ® m elemanina gotii-
ren

MxN->N®z M
fonksiyonu dengelidir. Dolayisiyla tansor ¢arpimi-
nin tanimina gore, m ® n elemanini 7 ® m elema-
nina gotiren bir
M®g N> N®y M
grup homomorfizmasi vardir.

Ayni nedenden, # ® m elemanini m ® 1 elema-

nina da goturen bir
N®g M —>M®g N
grup homomorfizmasi vardir.

Bunlar elbette birbirinin tersi homomorfizma-
lardir. U

4. Homomorfizma Tansoérleri
Mg, M'g, gN, gN' dort R-modiil olsun.
u:M—->M
ve
v:N—> N’
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iki modil homomorfizmasi olsun. Bu iki homo-
morfizmay: kullanarak, bir
u®v: MOy N> M ®g N’
grup homomorfizmasi tamimlayacagiz. Muhteme-
len okurun da tahmin edecegi gibi bu homomorfiz-
ma, her m € M ve n € N igin,
(u ® v)(m ® n) = u(m) ® v(n)
esitligini saglanacak. Her ne kadar # ® v fonksiyonu,

(u® U)(Zm ®n)= > ulm) ® vin)

esitligini saglamak zorundaysa da fonksiyonu bu
formtlle tanimlayamayiz ¢tinkii bunun iyi bir tanim
oldugunu bilmiyoruz, yani 2 m ® n = 2 m' @ #’
esitlifine ragmen,

D" ulm) ® i) = D ulor) @)

esitligi dogru olmayabilir ve bu durumda yukarda-
ki (cok istedigimiz) tanimi yapamayiz. Bu tanimi
yapmaya hak kazanmak i¢in tansor ¢arpimin ev-
rensel ozelligini kullanmaliyiz.

Her m € M ve n € N igin,

(¢, v)(m, n) = u(m) ® v(n)
kuraliyla tanimlanan
(yv) : Mx N—> M' ®r N’

fonksiyonuna bakalim. Bu fonksiyonun dengeli bir
fonksiyon oldugu besbelli. Tansor ¢arpiminin tani-
mina gore, her m € M ve n € N igin,

(u ®v)(m ® n) = (u, v)(m, n) = u(m)  v(n)
esitligini saglayan bir

u®v:M®&g N> M ® N’

grup homomorfizmasi vardir.

(#, v) = u ® v kural, bize,

Hompg(M, M') x Homg(N, N')
grubundan
Homg(M ®g N, M’ ® N)
grubuna giden bir fonksiyon tanimlar. Bu fonksi-
yonun cifte toplamsal oldugu ¢ok bariz, yani
() + 1) ®v = (g Ov) + (1, ®v)
ve
u® (v +vy) = (u®uvq) + (u®uv,).
Kolayca goriilecegi tizere,
(M®v)o (W V)=(uou)®(vor)

esitligi her u, u' € Homg(M, M') ve v, V' €
Hompg(N, N’) i¢in gecerlidir.

Not. Yukarda tanimlanan
Homg(M ®g N, M’ ® N)
grubunun # ® v elemaniyla,
Hompg(M, M') ®; Homg(N, N')

grubunun # ® v elemani birbirine karigtirilmama-
li. Ote yandan, yukarda
(M, V) > u®uv
kuraliyla tanimlanan
Hompg(M, M') x Homg(N, N')
grubundan
Homg(M ®g N, M’ ® N)
grubuna giden fonksiyon cifte toplamsal oldugun-
dan, tansor ¢arpiminin tanimina gore,
Homg(M, M'") ®, Homg(N, N')
grubunun # ® v elemanini,
Hompg (M ® N, M’ ® N')
grubunun # ® v elemanina gotiiren bir grup homo-
morfizmasi vardir.

5. Tansor Uzerine Modiil Yapis

R ve S iki halka ve M hem bir sol S-modiil,
hem de bir sag R-modiil olsun. Eger her s € S, m €
M, r € R igin, s(mr) = (sm)r oluyorsa o zaman
M’ye S-R bimodiil denir. Bu durumda, parantezler
atilarak smr yazilabilir. M’nin bir S-R bimodiil ol-
dugunu belirtmek icin My yazilir.

Eger R degismeli bir halkaysa ve M bir sol (ya
da sag) R-modiilse, o zaman 7 = mr tanimi M’yi
bir R-R bimodiil yapar.

Bir onceki boliimii kullanarak su 6nemli teore-
mi kanitlayacagiz.

Teorem 4. Eger (Mg ve RN modiilleri verilmis-
se, M ®x N dogal olarak bir sol S-modiildiir. Car-
pim soyle tarmmlannugstir:

S(Z m®n) = Z sm®mn.

Kanit: Verilmis bir s € § igin, u(m) = sm kura-
l1, bimodil tanimindan dolayi, bir R-modiil homo-
morfizmasi verir. Simdi M ® N lizerine s ile ¢arp-
may1 bir 6nceki boliimde tanimlanan # ® Idy ola-
rak tanimlayalim. Gerisi kolay. 0J

Benzer sonu¢ My ve gNg modiilleri i¢in de ge-
cerlidir elbet.

Sonug 5. Eger R degismeliyse, M ®g N dogal
olarak bir R-modiildiir. Halkarnin bir r elemaniyla
tansor carpimuun bir elemanvun carpmu soyle ta-
numlanmistir:

r(D m®n) =D mre@n=3 merm.
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Ve M x N’den bir P modiiliine giden ve
flrm, n) = f(m, rn) = rf(m, n)
esitligini saglayan ber dengeli f fonksiyonu icin,
g(m ®n) = f(m, n)
esitligini saglayan bir ve bir tane
g:M®y NP
modiil homomorfizmasi vardir.

Ayrica Teorem 3’teki izomorfizma bir modiil
izomorfizmasidir. Dabasi, eger bir énceki boliim-
deki u ve v modiil homomorfizmalariysa, o zaman,
u ® v de bir modiil homomorfizmast olur.

Kamt: Birinci kisim Teorem 4’ten hemen cikar.
Gerisi de ¢ok kolay. O

Ornek 14. Ornek 13’ geri donelim. R ve S bi-

rer komiitatif halka olsun ve
¢:5S—>R

bir halka homomorfizmasi olsun. Eger M ve N bi-
rer R-modiilse, Teorem 4’e ve Ornek 13’e gore,
M ®p N ve M ® N de birer S-modiildiir. Bu du-
rumda, Ornek 13’teki érten grup homomorfizma-
st ayni zamanda bir S-modil homomorfizmasidir.

Ornek 15. Eger R degismeli bir halka degilse,
Homg(M, M’) grubuna dogal bir (sag ya da sol) R-
modiil yapist veremeyiz. Ote yandan eger R komii-
tatifse, her # € Homg(M, M') ve her r € R igin,

(ur)(m) = u(mr)
kuraliyla tanimlanan
ur: M —-> M’
fonksiyonu bir modiil homomorfizmasidir ve bu
sayede Homg (M, M') dogal bir R-modiil yapisina
kavusur. Ayni seyi Homg(N, N') i¢in de yapabili-
riz ve Homg(N, N') grubu da bir R-modiil olur.
Bu durumda,
(M) P u®uv
kuraliyla tanimlanmig olan
Hompg (M, M') x Homg(N, N')
grubundan
Hompg(M ®; N, M’ ® N')
grubuna giden fonksiyon dengeli bir fonksiyon
olur. Bundan ve tansor ¢arpiminin tanimindan,
Homg(M, M') ®¢ Homg(N, N')
grubunun # ® v elemanini,
Homg(M ®g N, M’ ® N)
grubunun # ® v elemanina gotiiren bir grup homo-
morfizmasi oldugu ¢ikar. Bu grup homomorfizma-
st ayni zamanda bir R-modiil homomorfizmasidir.

Teorem 6. R degismeli bir halka olsun. M, N
ve P birer R-modiil olsun. O zaman M x N’den
P’ye giden ve her m € M, n € M, r € R i¢in

flrm, n) = f(m, rn) = rf(m, n)
esitligini saglayan fonksiyonlara cifte R-toplamsal
denir ve bu fonksiyonlarin kiimesinin dogal bir R-
modiil yapisi vardir. £5(M, N; P) olarak yazilan
bu R-modiil dogal olarak Homg(M ®g N, P) mo-
diiliine izomorftur.

Kanit: Bu nerdeyse Sonug 5’in bir tekrari.

£>(M, N; P) tizerine R-modil yapisinin nasil
tanimlandigi bariz olmali:

(# + v)(m, n) = u(m, n) + vim, n),
(ru)(m, n) = r-u(m, n).
£>(M, N; P) moduluntn her # elemani igin,
u'(m ® n) = u(m, n)
esitligini saglayan bir ve bir tane
u' € Homgy(M ®z N, P)
elemani vardir ¢iinkii # elbette dengelidir. u > #'
fonksiyonunun bir R-modil homomorfizmasi ol-
dugu belli. Ayrica birebir de. Orten oldugu bariz
ciinkii eger #' € Homg(M ®g N, P) verilmisse, u €
£>(M, Nj P) elemanini,
u(m, n) = u'(m ® n)
olarak tanimlamak yeterli. O]

6. Tansorle Kusursuz Dizilerin iliskisi
Teorem 7. M, M', M", sol R-modiiller ve N bir
sag R-modiil olsun.

M —LsM—5M 0
kusursuz (exact) bir dizi olsun. O zaman
, u®Idy v®Id N "
M'®gN MR N —"EN Mg N0

dizisi de kusursuz.

Kamt: v®Idy fonksiyonu, M"” ®g N grubunu
geren tum m” ® n elemanlarina dokundugundan
(cinkii v orten), ortendir. Ayrica v o u# = 0 oldu-
gundan,

(v®Idy) o (#®Idy) = (v o u) @ Idy =0
olur. Demek ki geriye sadece
Ker(v®Idy) < Im(u®1dy)

onermesini kanitlamak kaliyor.

B = Ker(v®Idy)
ve

A = Im(u®Idy)
olsun. A < B oldugundan, v®Idy fonksiyonunu
(M ®g N)/A grubundan M"” ®g N grubuna giden
bir ¥ homomorfizmasi olarak gorebiliriz: ¥ homo-
morfizmasi, (M ®g N)/A grubunu geren m®n ele-
manlari Gizerine
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V(m®n) = v(m)On.
olarak tanimlanmigtir. v homomorfizmasinin ge-
kirdegi B/A oldugundan, A = B esitligini kanitla-
mak i¢in, v homomorfizmasinin birebir oldugunu
kanitlamak yeterli. Bunun igin,
fov=IdmeyNya
esitliginin saglandigi bir
F:M"®g N (M ® N)/A
grup homomorfizmasi bulmak yeterli. f homo-
morfizmasi,
m®n = f(m®n)) = f(v(m)®n)
esitligini saglamali. Demek ki m"” € M"” verilmisse,
v(m) = m" esitligini saglayan her m € M elemani
icin, f(m"®n) = m®n olmal.
g: M"x N = (M ®g N)/A
fonksiyonunu soyle tanimlayalim: m" e M" ve n

N ise, v(m) = m" esitligini saglayan herhangi bir m
e M alalim ve
glm",n) = m®n
olarak tamimlayalim. g(m", ) degerinin tanimi se-
cilen m’ye gore degismez, cunkii v(my) = m" esitli-
gini saglayan bagka bir m; € M alirsak,
vim—my) =vim) —vimy) =m" -m" =0
olur, yani m — mq € Ker v = Im u olur, yani bir m'
e M’ icin, u(m') = m — my olur, demek ki,
u(m"\®@n € Im(u®Idy) = A
olur ve dolayisiyla
m®n-m®@n=(m=m)®n=um)®n=0
olur. Demek ki g iyi tanimhdir. Ayrica g’nin den-
geli oldugu belli. Tansor ¢arpiminin tanimina gore,
fn"@n) = gm", n) = m®n
esitligini saglayan bir f : M" ®x N — (M ®g N)/A
grup homomorfizmasi vardir. Teoremimiz kanit-
lanmugtir. O
Sonug 8. M bir sol R-modiil, N, N', N", sag R-

modiiller olsun.
t

N —>5N N" 0
kusursuz bir dizi olsun. O zaman
MORN' — W pre, N | M@ N0

dizisi de kusursuzdur.
Kanit: Aynen yukardaki gibi. O
Karsi6rnek. Eger u birebirse, # ® Idp birebir
olmayabilir. Ornegin R =Z, M =7, M' =27, N =
2/27 olsun ve u : M' — M, u(x) = x olarak tanim-
lansin. O zaman u# ® Id; = 0 olur. Bir bagka deyis-
le,

10

u v

0 >M' > M M" 0
dizisi kusursuzsa, her N sag modiilu igin,
0——> M@ N— N, i@, NN

M"®g N ——0
dizisi kusursuz olmayabilir. Tensoriiniin ksuursuz-
lugu korudugu R-modiillere yass: modiiller ad1 ve-
rilir.

Sonug 9. Eger
M!

u v

M MU

ve
N'— 5 N—5N"
dizileri kusursuzsa, o zaman
v®t: M®g N> M"®g N"
homomorfizmas: ortendir ve ¢ekirdegi
Im(x ® Idyy) + Im(Idy; ® s)
altgrubuna esittir.
Kamt: v ® ¢ = (v ® Idpyw) © (Idy ® ¢) oldugun-
dan, v ® t homomorfizmasinin 6rten oldugu daha

onceki iki sonugtan ¢ikar. Gene bu esitligi kullana-
rak v ® # homomorfizmasinin ¢ekirdegini hesapla-
yabiliriz:
z e Ker(v ® t) < (Idy; ® #)(z) € Ker(v ® Idpw)
< (Idy ® £)(z) € Im(u @ Idp).
Ote yandan, # ® Idy« fonksiyonunun tanim kiime-
si M’ ®g N" grubudur ve
Iy ®¢: M' ® N > M’ @ N”
ortendir. Demek ki
Im(x ® Idn») = Im((z ® Idpw)o(Idyy ® )
=Im(u ® t)
olur ve “z € Ker(v ® #)” kosuluyla “Oyle bir a e
M’ ®g N var ki, (Idy; ® #)(z) = (4 ® t)(a)” kosul-
larinin esdeger olduklari goriliir.
b=2z-(u®Idyn)(a)
olsun. O zaman,
(Idy ® 1)(b) = (Idy ® 1)(z) — (Idyy ® £)(u @ Idp)(@)
=(Idy;® #)(z) = (# ® £)(a) = 0
olur, yani b € Ker(ldy; ® ¢) = Im(Idy; ® s) olur.
Dolayisiyla,
2=b+ (u®Idy)(a) € Im(Idy; ® s) + Im(x ® Idy)
bulunur. 0J
7. Direkt Toplam ve Tansor Carpimi
(M)
R-modul ailesi olsun. O zaman,
((m)icrs (m))iep) > (m; @ my)icy et
kuraliyla tanimlanmig

ie1 bir sag R-modiil ailesi ve (N);c bir sol
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f : (Hiel Mi) (I jel ) - Hzel jel (M ®R N)
fonksiyonu, elbette, dengeh bir fonksiyondur. Do-
layisiyla, tansor ¢arpiminin tanimindan dolayi,

(m)ic1 ® (n))jcp > (m; @ m)ic it
kuraliyla tanimlanmig bir

(Ier M) ®r (;ep Nj) = Ty ey (M; ®g N))
grup homomorfizmasi Vardlr

Bu grup homomorfizmasi, her ne kadar en do-
gal bicimde tanimlanmigsa da, birebir ya da orten
olmayabilir. (Alistirma. Bourbaki, Algebre, AIl say-
fa 189, ex. 2.)

Simdi, IT;.; M; ve IT;c; N; modiillerinin,

®iel Mi ve ®]e] N/
altmodiillerini ele alalim. O zaman,

(®icr My) O (®j¢y Nj) = (Ijep M;) ®p () N))
dogal grup homomorfizmasini elde ederiz. Bunun
yukardaki grup homomorfizmasiyla bilesimini
alirsak,

(Bicr M) ®g (®jcy Nj) = i, jey (M; ®g N))
homomorfizmasini elde ederiz. Ama bariz bir bi-
¢imde bu homomorfizmanin imgesi,

Diel, jej (M; ®r N))
altmodiliiniin i¢inde olur. Demek ki
8+ (B M;) ®r (& jel ) - @zel jel (M; ®g N)
homomorfizmasini bulduk g, yukarda tammlanan
f’nin kisitlanmasidir:

8lmy)icr ® (n))jcp) = (m; ® ny)

jeliel
Teorem 10. Yukarda tammlanan
8+ (B M;) ®r (& jel ) - @zel jel (M; ®g N)
homomorfizmasi bir zzomorﬁzmadzr
Kanmit: G = @, jo (M; ®g N)),
M=®;.; M;ve N=@,;
olsun. G’den M ®y N’ye giden ve

N;

goh=Idgveh o g=Ildyg,Nn
esitliklerini saglayan bir
h:G—>M®x N

fonksiyonu tanimlayacagiz. b’yi tanimlamak igin,
her i € T ve herj e J igin,

hij: M;® N, > M & N
fonksiyonlarini tanimlamak yeterli. b; ’yi tahmin
edildigi gibi en dogal bicimde tanimlayalim:

w:M; > Mvev;: N;> N
dogal gommelerse,

hij=n®yv;
olsun. O zaman
(b o g)((m,); ® (n),)

11

= ((; @ v))(m; ® my)); ;
= (W) ®vi();.
= (m; ® ny); ;.
Ayrica,
(g o h)((m;®@mn);j) =g h((m ® n)

pIp

1/')
h; j(m; ® n;))
%, (1, ® v)m; ® )

(
(

(24

() () © v,
(24

(

(

19

2 (m; ®@n; i)
(X;m) ® (2 1))
(m)ier @ (1))jc))

=\m; ])/e],iel

nmonn
g 00 00 O O 09

—

olur. Kanitimiz bitmistir.
8. Tansor Carpimunin Birlesme Ozelligi
9. Homomorfizmalarla Tans6r Carpimlar
10. Tansor Cebiri
11. Simetrik Carpim

12. Alterne Carpim



