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Matematik Dünyas›, 2003 K›fl

1. Temel Problem. A ve B, iki toplamsal (de-

mek ki abelyen) grup olsun1. A × B ’den bir baflka

abelyen gruba giden bir u fonksiyonu, e¤er her a,

a1, a2 ∈ A ve b, b1, b2 ∈ B için,

u(a1 + a2, b) = u(a1, b) + u(a2, b) 

ve

u(a, b1 + b2) = u(a, b1) + u(a, b2) 

eflitliklerini sa¤l›yorsa, u’ya çifte toplamsal fonksi-

yon ya da çifte Z-do¤rusal fonksiyon ad› verilir. El-

bette çifte toplamsal bir u fonksiyonu, her n, m ∈ Z

tamsay›lar› için

u(a, 0) = u(0, b) = 0,

u(na, mb) = nm·u(a, b) 

u(−a, b) = u(a, −b) = −u(a, b) 

eflitliklerini sa¤lar.

Örnek 1. ƒ(a, b) = 0 olarak tan›mlanan s›f›r

fonksiyonu her zaman çifte toplamsald›r. 

Örnek 2. E¤er R herhangi bir halkaysa, ƒ(a, b) =

ab kural›yla tan›mlanan R × R’den R’ye giden fonk-

siyon R+ = (R, +, 0) grubu için çifte toplamsald›r.

R bir halka, MR bir sa¤ R-modül ve RN bir sol

R-modül olsun. (E¤er R de¤iflmeli bir halkaysa sa¤

ya da sol modülün farketmedi¤ini okura an›msata-

l›m, çünkü her M sol R-modülü için, mr = rm tan›-

m› M’yi do¤al olarak bir sa¤ R-modül yapar; ayn›

fley de¤iflmeli olmayan halkalar için do¤ru de¤ildir.)

M × N’den bir abelyen gruba giden çifte toplamsal

bir ƒ fonksiyonu, her m ∈ M, n ∈ N, ve r ∈ R için 

ƒ(mr, n) = ƒ(m, rn) 

eflitli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman ƒ’ye dengeli fonksi-

yon ya da R-dengeli fonksiyon ad› verilir.

Örnek 1. E¤er R herhangi bir halkaysa, M = RR

ve N = RR olsun. O zaman, ƒ(a, b) = ab kural›yla

tan›mlanan R × R’den R’ye giden ƒ fonksiyonu

dengelidir.

Örnek 2. E¤er R = Z ise her çifte toplamsal fonk-

siyon dengelidir, yukardaki ekstra koflula ayr›ca ge-

rek yoktur.

Bu yaz›da flu “evrensel” problemi çözmeye ça-

l›flaca¤›z:

Problem: Öyle bir M ⊗R N abelyen grubu ve

dengeli

⊗ : M × N → M ⊗R N

fonksiyonu var m›d›r ki, her A abelyen grubu ve

her dengeli

ƒ : M × N → A

fonksiyonu için,

g I ⊗ = ƒ

eflitli¤ini sa¤layan bir ve bir tane (buras› önemli)

g : M ⊗R N → A

grup homomorfizmas› olsun? 

Tan›m› aç›klay›c› flekil afla¤›da.

Birazdan böyle bir M ⊗R N abelyen grubu ve

dengeli bir ⊗ : M × N → M ⊗R N fonksiyonu ol-

du¤unu kan›tlayaca¤›z. Bu durumda, m ∈ M ve n

∈ N için, ⊗(m, n) yerine, daha kullan›fll› olan m⊗n

yaz›l›r. ⊗ fonksiyonunun dengeli olmas› demek,

her m ∈ M, n ∈ N, r ∈ R için,

(m1 + m2)⊗n = m1⊗n + m2⊗n,

m⊗(n1 + n2) = m⊗n1 + m⊗n2,

mr⊗n = m⊗rn

eflitliklerin sa¤lanmas› demektir. Ayr›ca, bu yaz›-

l›mla, ⊗ dengeli fonksiyonundan tan›mda istenen

özellik, her dengeli

ƒ : M × N → A

fonksiyonu ve her m ∈ M, n ∈ N için,

g(m ⊗ n) = ƒ(m, n) (1)

eflitli¤inin sa¤lanmas› olarak ifade edilir.

E¤er yukardaki özelli¤i sa¤layan M ⊗R N abel-

yen grubu ve dengeli bir 

⊗ : M × N → M ⊗R N

fonksiyonu varsa (ki oldu¤unu görece¤iz), bunlar-

dan birazdan aç›klayaca¤›m›z anlamda bir tanecik

vard›r. Nitekim, e¤er 

M ⊗′R N
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1 Bu yaz›daki tüm abelyen gruplar toplamsal yaz›lacak. Ayr›ca,

bu yaz›da, abelyen gruplar›n Z-modül olarak alg›lanmas› yarar-

l› olabilir.
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ve 

⊗′ : M × N → M ⊗′R N

bu özelli¤i olan ikinci bir (M ⊗′R N, ⊗′) çifti ise, o

zaman,

diagramlar›n› de¤iflmeli yapan biricik 

g′ : M ⊗′R N → M ⊗R N

ve

g : M ⊗R N → M ⊗′R N

grup homomorfizmalar› vard›r. O zaman,

diyagramlar› da de¤iflmeli olur. Öte yandan, elbette,

diyagramlar› de¤iflmelidir. Ama tan›mdan dolay›

bu tür diyagramlar› de¤iflmeli yapan tek bir grup

morfizmas› olmal›. Demek ki,

eflitlikleri do¤rudur ve demek ki g ve g′ birbirinin

tersi olan grup homomorfizmalar›d›r, yani izomor-

fizmalard›r. Dolay›s›yla yukardaki tan›m›n koflulu-

nu sa¤layan bir (M ⊗R N, ⊗) çifti verilmiflse, di¤er-

leri, bir

g : M ⊗R N → A

grup izomorfizmas› için, 

(A, g I ⊗)

çifti taraf›ndan verilmifltir.

Yukardaki tan›m› sa¤layan ve bir anlamda bi-

ricik oldu¤unu kan›tlad›¤›m›z 

(M ⊗R N, ⊗) 

çiftine M ve N’nin tansör çarp›m› denir. Ço¤u za-

man ⊗ fonksiyonu yaz›lmaz ve M ⊗R N grubu-

nun (yani Z-modülünün) bir tansör çarp›m› oldu-

¤u söylenir. Ama gene de tansör çarp›m›n›n sade-

ce M ⊗R N abelyen grubundan ibaret olmad›¤›, bir

de ayr›ca dengeli bir ⊗ : M × N → M ⊗R N fonk-

siyonu bulunmas› gerekti¤i ak›ldan ç›kmamal›.

Burada R’yi de¤iflmeli bir halka olarak alma-

d›k ama en kullan›fll› ve ilginç durum, R de¤iflmeli

oldu¤u durumdur. O zaman M ⊗R N de (çok do-

¤al bir tan›mla) bir R-modülü yap›s› kazan›r. Bunu

ilerde görece¤iz. Tansör çarp›m›n›n varl›¤›n› kan›t-

lamadan önce birkaç örnek verelim.

Örnek 1. R herhangi bir halka olsun. M = RR

ve N = RR olsun. O zaman, R ⊗R R’yi R olarak ve

r ⊗ s eleman›n› rs olarak tan›mlayabiliriz. Nitekim,

A hangi abelyen grup ve ƒ : R × R → A hangi den-

geli fonksiyon olursa olsun,

g(r) = ƒ(r, 1)

formülüyle tan›mlanan g : R → A fonksiyonu bir

grup homomorfizmas›d›r ve 

g(r⊗s) = g(rs) = ƒ(rs, 1) = ƒ(r, s)

olur. ■■

Yukardaki örne¤i genellefltirebiliriz: 

Örnek 2. R bir halka, M = RR ve N, herhangi

bir sol R-modül olsun. O zaman, R ⊗R N ’yi N ola-

rak ve r ⊗ n eleman›n› rn olarak tan›mlayabiliriz.

Nitekim, A hangi abelyen grup ve ƒ : R × N → A

hangi dengeli fonksiyon olursa olsun,

g(n) = ƒ(1, n)

formülüyle tan›mlanan g : N → A fonksiyonu bir

grup homomorfizmas›d›r ve 

g(r⊗n) = g(rn) = ƒ(1, rn) = ƒ(r, n)

olur. ■■

Bu örnekten flu ç›kar: R, S’nin bir althalkas›y-

sa, R ⊗R S = S ve r ⊗ s = rs olur. 

Örnek 3. R = Z, n, m > 0 bir do¤al say› ve M

= Z/nZ, N = Z/mZ olsun. d = ebob(n, m) olsun. O

zaman M ⊗Z N tansör çarp›m›n› Z/dZ olarak ve

a
_

⊗b
^ 

eleman›n› a
~
b
~

olarak tan›mlayabiliriz. (Harf-

lerin üstündeki 
_
, ^ ve 

~
iflaretleri üstünde bulun-

duklar› say›lar›n s›ras›yla modülo n, m ve d al›n-

d›klar›n› söylüyor elbette.) Bunu kan›tlamak için

her fleyden önce  a
_

∈ M ve b
^ ∈ N için a

~ 
ve b

~
ele-

manlar›n›n iyi tan›ml› olduklar›n› görelim, bunu

görmek kolay ve okura b›rak›yoruz. Sonra, hangi

A abelyen grubu ve hangi

ƒ : Z/nZ × Z/mZ → A 

dengeli fonksiyon al›n›rsa al›ns›n, 

g : Z/nZ ⊗Z Z/nZ = Z/dZ → A 

fonksiyonunu,
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g(a
~
) = ƒ(a

_
, 1
^
)

formülüyle tan›mlayal›m. Ama önce bu fonksiyo-

nun iyi tan›ml› oldu¤unu göstermek gerekir: E¤er

a
~

= b
~

ise, yani d, a − b say›s›n› bölüyorsa, o zaman 

a − b = dz = (xn + ym)z

eflitliklerini sa¤layan x, y, z tamsay›lar› vard›r ve,

ƒ(a
_
, 1

^
) = ƒ(b

_
+ (xn + ym)z

_
, 1

^
)

= ƒ(b
_

+ ymz
_
, 1

^
) = ƒ(b

_
, 1

^
) + ƒ(ymz

_
, 1

^
)

= ƒ(b
_
, 1
^
) + ƒ(1, ymẑ ) = ƒ(b

_
, 1
^
) + ƒ(1, 0

^
)

= ƒ(b
_
, 1

^
) + 0

~
= ƒ(b

_
, 1

^
)

olur. Demek ki g fonksiyonu iyi tan›mlanm›flt›r.

Son olarak,

g(a
_

⊗b
^
) = ƒ(a

_
, b

^
)

eflitli¤ini kan›tlayal›m:

g(a
_

⊗ b
^
) = g(a

~
b
~
) = ƒ(a

~
b
~
, 1

^
) 

= ƒ(ba
~
, 1

^
) = ƒ(a

~
, b1

^
) = ƒ(a

~
, b

^
). ■■

Örnek 4. R = Z, n > 0 bir do¤al say›, M = Z/nZ,

N = Q olsun. O zaman Z/nZ ⊗Z Q’yü 0 abelyen

grubu olarak tan›mlamak zorunda kal›r›z. Elbette

bu durumda, a
~ ⊗ q = 0 olarak tan›mlanmak zorun-

dad›r. Nitekim,  

a
~ ⊗ q = a

~ ⊗ n(q/n) = na
~ ⊗ (q/n) = 0 ⊗ (q/n) = 0

olur. 0’›n gerçekten tansör çarp›m oldu¤unu kan›t-

lamak oldukça kolayd›r. ■■

Örnek 5. n ve m iki do¤al say› ve R herhangi

bir de¤iflmeli halka olsun. MR = Rn ve RN = Rm ol-

sun. ei’ler Rn’nin, ƒj’ler Rm’nin bir taban›n›n ele-

manlar› olsun. P = Rnm olsun. gij (i = 1, ..., n ve j =

1, ..., m), P’nin bir taban› olsun. M⊗RN = P ve,

olur. Bunun kan›t›n› okura b›rak›yoruz. ■■

Bu aflamada, M⊗RN abelyen grubunun 

{m⊗n : m ∈ M, n ∈ N}

kümesi taraf›ndan gerildi¤ini kan›tlayabiliriz ve bu

olgu bize M⊗RN abelyen grubunun ne olmas› ge-

rekti¤i konusunda bir bilgi verir ve dolay›s›yla tan-

sör çarp›m›n›n varl›¤›n›n kan›t›n› kolaylaflt›r›r.

Ama bunu yapmayaca¤›z. Bu olgu tansör çarp›m›-

n›n varl›¤›n›n kan›t›ndan ç›kacak.

2. Tansör Çarp›m›n›n Varl›¤›

Teorem 1. Tansör çarp›m› her zaman vard›r.

Kan›t: R bir halka, MR bir sa¤ R-modül ve RN

bir sol R-modül olsun. M × N kümesinin elemanla-

r› taraf›ndan özgürce gerilen abelyen gruba F diye-

lim. Yani F ’nin elemanlar›, a(µ, ν) ∈ Z olmak üzere,

türünden yaz›lan ve sadece sonlu tane a(m, n) katsa-

y›s›n›n 0’dan de¤iflik oldu¤u “biçimsel” sonlu top-

lamlard›r. Buradaki “biçimsel” s›fat› flu anlama

gelmektedir:

eflitli¤i ancak ve ancak her m ∈ M, n ∈ N için,

a(m, n) = b(m, n)

ise geçerlidir. M × N kümesinin F ’nin bir altküme-

si oldu¤una da dikkat edelim. Bu içindeli¤i 

i : M × N → F

fonksiyonuyla gösterelim:

i(m, n) = (m, n).

P, F ’nin afla¤›daki elemanlar› taraf›ndan geri-

len altgrubu olsun:

(m1 + m2, n) − (m1, n) − (m2, n), 

(m, n1 + n2) − (m, n1) + (m, n2),

(mr, n) − (m, rn).

Burada, tüm m, m1, m2 ∈ M, n, n1, n2 ∈ N ve r ∈
R al›yoruz. fiimdi M ⊗R N abelyen grubunu

M ⊗R N = F /P

olarak tan›mlayal›m. Ve e¤er

π : F → F /P

do¤al izdüflümse,

⊗ : M × N → F /P = M ⊗R N

fonksiyonunu her (m, n) ∈ M × N ⊆ F için, 

m ⊗ n = π(i(m, n)) = π(m, n)

olarak tan›mlayal›m. Böylece, dengeli bir

⊗ : M × N → M ⊗R N

fonksiyon tan›mlam›fl oluruz. Resim afla¤›da:

F özgür abelyen grubu M × N altkümesi tara-

f›ndan gerildi¤inden, M ⊗R N grubu elbette 

π(M × N), 

yani

{m ⊗ n : m ∈ M, n ∈ N}

altkümesi taraf›ndan gerilir. Bir baflka deyiflle, bu

M ⊗R N grubunun elemanlar›, hemen hemen hep-

si 0 olan a(m, n) ∈ Z tamsay›lar› için,

biçiminde yaz›l›rlar. Yaln›z buradaki toplam bi-

çimsel de¤ildir, yani birbirinden tamamen de¤iflik
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a(m, n), b(m, n) ∈ Z tamsay›lar› için,

eflitli¤i do¤ru olabilir.

Birçok ö¤renci, M ⊗R N grubunun elemanlar›-

n›n hepsinin m ⊗ n biçiminde yaz›ld›¤›n› san›r;

ama bu genellikle do¤ru de¤ildir.

Bu tan›mlar›n tansör çarp›m›n›n tan›m›n›n di-

¤er koflullar›n› yerine getirdi¤ini iddia ediyor ve he-

men iddiam›z› kan›tlamaya girifliyoruz. A herhangi

bir de¤iflmeli grup ve 

ƒ : M × N → A

herhangi bir dengeli fonksiyon olsun. ‹lk amac›-

m›z, her (m, n) ∈ M × N ⊆ F için,

ƒ(m, n) = g(m ⊗ n)

eflitli¤ini sa¤layan bir

g : M ⊗R N → A

grup homomorfizmas› bulmak. Yapmak istedi¤i-

mizin flekli afla¤›da.

Önce, her (m, n) ∈ M × N için,

ƒ(m, n) = h(m, n)

eflitli¤ini sa¤layan bir 

h : F → A

grup homomorfizmas› bulal›m. 

Böyle bir grup homomorfizma elbette vard›r,

çünkü F, M × N altkümesi taraf›ndan özgürce geri-

len abelyen gruptur, bunun için  h(m, n) eleman›n›

h(m, n) = ƒ(m, n)

eflitli¤iyle tan›mlamak ve bu tan›m› h : F → A fonk-

siyonu homomorfizma olacak biçimde, yani,

eflitli¤i do¤ru olacak biçimde geniflletmek yeterlidir

Bunu, F, M × N altkümesi taraf›ndan özgürce geri-

len abelyen grup oldu¤undan yapabiliriz. 

Yeni flekil afla¤›da. 

fiimdi,

P ≤ Ker h

iliflkisini kan›tlayaca¤›z. Bunu kan›tlamak için P ’yi

geren,

(m1 + m2, n) − (m1, n) − (m2, n), 

(m, n1 + n2) − (m, n1) + (m, n2),

(mr, n) − (m, rn)

tüm elemanlar›n Ker h’de oldu¤unu kan›tlamak

yeterli. Birinci türden bafllayal›m:

h((m1 + m2, n) − (m1, n) − (m2, n))

= h(m1 + m2, n) − h(m1, n) − h(m2, n))

= ƒ(m1 + m2, n) − ƒ(m1, n) − ƒ(m2, n))

= 0,

çünkü ƒ çifte toplamsal. ‹kinci türde yaz›lan ele-

manlar›n da Ker h’de oldu¤u benzer biçimde kan›t-

lan›r. Son türe gelelim:

h((mr, n) − (m, rn)) = h(mr, n) − h(m, rn)  

= ƒ(mr, n) − ƒ(m, rn) = 0,

çünkü ƒ dengeli. Demek ki P ≤ Ker h. Bundan, her

x ∈ F için,

g(π(x)) = h(x)

eflitli¤ini sa¤layan bir 

h : F /P → A

homomorfizmas› oldu¤u ç›kar. fiimdi art›k tabloyu

tamamlayabiliriz:

Hesaplar› da yapal›m:

g(m ⊗ n) = g(π(i(m, n))) = (g ◦ π)(i(m, n)) 

= h(i(m, n)) = (h ◦ i)(m, n) 

4

Matematik Dünyas›, 2003 K›fl

M × N   →    F      →   F/P = M ⊗ N→

⊗ = π ◦ i

(m, n)  a (m, n)  a (m, n) = m ⊗ n

ƒ(m, n) = h(m, n)

A

∈

ƒ h

πi

M × N   →    F      →   F/P = M ⊗ N→

⊗ = π ◦ i

(m, n)  a (m, n)  a (m, n) = m ⊗ n

ƒ(m, n) = h(m, n)

A

∈

ƒ h

πi

h ◦ i = ƒ

M × N   →    F      →   F/P = M ⊗ N→

⊗ = π ◦ i

(m, n)  a (m, n)  a (m, n) = m ⊗ n

ƒ(m, n) = h(m, n)

A

∈

ƒ h

π

g

i

h ◦ i = ƒ ve g ◦ π = h

 

h a m n a h m n

a m n

m nm n M N m nm n M N

m nm n M N

( , )( , ) ( , )( , )

( , )( , )

( , ) ( , )

( , )

∈ × ∈ ×

∈ ×

∑ ∑
∑



 


 =

= ƒ

M × N   →    F      →   F/P = M ⊗ N→

⊗ = π ◦ i

(m, n)  a (m, n)  a (m, n) = m ⊗ n

ƒ(m, n)

A

∈

ƒ
g

π

 
a m n b m nm nm n M N m nm n M N( , )( , ) ( , )( , )

⊗ = ⊗
∈ × ∈ ×∑ ∑



= ƒ(m, n).

Böylece g’nin varl›¤›n› göstermifl olduk. Son  ola-

rak g’nin biricikli¤ini kan›tlamal›y›z. Bu oldukça

kolay: g’nin M⊗RN ’yi geren π(M × N) kümesinin

elemanlar›nda almas› gereken de¤erler 

g(m⊗n) = ƒ(m, n)

eflitli¤inden belli. Demek ki bu eflitli¤i sa¤layan g

grup homomorfizmas›ndan iki tane olamaz. Te-

orem kan›tlanm›flt›r. ■■

Sonuç 2. E¤er M modülü (mi)i∈I taraf›ndan, N

modülü de (nj)j∈I taraf›ndan geriliyorsa, o zaman

M ⊗R N grubu (mi⊗nj)j∈I taraf›ndan gerilir. Dola-

y›s›yla sonlu say›da eleman taraf›ndan gerilmifl iki

modülün tansöt çarp›m› sonlu eleman taraf›ndan

gerilir.

Kan›t: Teoremin kan›t›ndan hemen ç›kar. ■■

Tan›m› ve kan›t› pekifltirmek için birkaç örnek

daha verece¤iz.

Örnek 7. R de¤iflmeli bir halkaysa,

R[X] ⊗R R[Y] = R[X, Y]

ve

ƒ(X) ⊗ g(Y) = ƒ(X)g(Y)

olur.

Kan›t: Yukarda tan›mlanan 

⊗ : R[X] × R[Y] → R[X, Y]

fonksiyonunun çifte toplamsal ve dengeli oldu¤u

belli. Verilen bu tan›mlar için tansör çarp›m›n›n

evrensel özelli¤ini kan›tlayal›m. A herhangi bir

abelyen grup ve 

ƒ : R[X] × R[Y] → A

dengeli bir fonksiyon olsun. R[X, Y]’den A’ya gi-

den ve her p(X) ∈ R[X] ve her q(Y) ∈ R[Y]  için

g(p(X)q(Y)) = ƒ(p(X), q(Y))

eflitli¤ini sa¤layan bir (ve bir tane) g grup homo-

morfizmas› bulaca¤›z. R[X, Y], toplamsal olarak

rXiYj (r ∈ R, i, j ∈ N) 

elemanlar› taraf›ndan gerildi¤inden, bu elemanla-

r›n g-imgelerini tan›mlamak yeterli. Zaten tan›m›n

ne olmas› gerekti¤i de belli:

g(rXiYj) = ƒ(rXi, Yj).

Dolay›s›yla, tan›m,

biçiminde olmal›. Yani g varsa biriciktir. Önce g’nin

bir grup homomorfizmas› oldu¤unu kan›tlayal›m:

Ayn› eflitlik + yerine − için de geçerlidir; ayn›

kan›tla.

fiimdi g’nin her p(X) ∈ R[X] ve q(Y) ∈ R[Y]

için

g(p(X)q(Y)) = ƒ(p(X), q(Y))

eflitli¤ini sa¤lad›¤›n› gösterelim. g’nin toplamsal ve

ƒ’nin çifte toplamsal olmas› nedeniyle, bu eflitli¤i

bu genellikte kan›tlamak yerine, her r ∈ R, i, j ∈ N

için,

g((rXi)(sYj)) = ƒ(rXi, sYj)

eflitli¤ini kan›tlamak yeterli. (Bu dedi¤imizden

emin olun.) Kan›tlayal›m:

g((rXi)(sYj)) = g(rsXiYj) = ƒ(rsXi, Yj) = ƒ(rXi, sYj).

‹stedi¤imizi kan›tlad›k. ■■

Örnek 8. Her n pozitif do¤al say›s› için

Zn ⊗R Q = Qn

ve

(k1, ..., kn) ⊗ q = (k1q, ..., knq) 

olur.

Kan›t: Yukarda tan›mlanan 

⊗ : Zn × Q → Qn

fonksiyonunun çifte toplamsal ve dengeli oldu¤u

belli. Verilen bu tan›mlar için tansör çarp›m›n›n

evrensel özelli¤ini kan›tlayal›m. A herhangi bir

abelyen grup ve 

ƒ : Zn × Q → A

dengeli bir fonksiyon olsun. Qn’den A’ya giden ve

her (k1, ..., kn) ∈ Zn ve q ∈ Q için,

g(k1q, ..., knq) = ƒ((k1, ..., kn), q)

eflitli¤ini sa¤layan bir (ve bir tane) g grup homo-

morfizmas› bulaca¤›z. 

ai, bi, ∈ Z için öyle ci, ∈ Z ve u ∈ N bulabiliriz

ki, ai /bi = ci /u olsun. fiimdi,
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olsun. Bunun iyi bir tan›m oldu¤unu gösterelim.

Nitekim, e¤er

ise, ƒ dengeli oldu¤undan,

olur. Dolay›s›yla g iyi tan›ml›d›r. fiimdi de g’nin

toplamsal oldu¤unu kan›tlayal›m:

Son olarak her (k1, ..., kn) ∈ Zn ve q ∈ Q için,

g(k1q, ..., knq) = ƒ((k1, ..., kn), q)

eflitli¤ini kan›tlayal›m. q yerine a, b ∈ Z için a/b ya-

zal›m ve hesaplayal›m:

Kan›t›m›z bitmifltir. ■■

Bu örne¤i aynen yukardaki gibi çok basit bi-

çimde genellefltirebiliriz:

Örnek 9. R bir bölge, K, R’nin bölüm cismi ve

n pozitif bir do¤al say› olsun. O zaman Rn ⊗R K =

Kn ve (r1, ..., rn) ⊗ s = (r1s, ..., rns)Xi olur.

Kan›t: Okura b›rak›lm›flt›r. ■■

Örnek 10. R de¤iflmeli bir halka, n pozitif bir

do¤al say› olsun. O zaman Rn ⊗R R[X] = Rn[X] ve

(r1, ..., rn) ⊗ sXi = (r1s, ..., rns)Xi olur.

Kan›t: Tansör çarp›m› fonksiyonunun tan›m›n›,

olarak yapal›m. Bunun Rn × R[X]’ten Rn[X]’e gi-

den dengeli bir fonksiyon oldu¤u belli. Evrensel

özelli¤i kan›tlayal›m. A herhangi bir abelyen grup ve 

ƒ : Rn × R[X] → A

herhangi bir dengeli fonksiyon olsun. Her r ∈ Rn

ve her p ∈ R[X] için

g(r ⊗ p) = ƒ(r, p)

eflitli¤ini sa¤layan bir (ve bir tane)

g : Rn[X] → A

grup homomorfizmas› bulaca¤›z. g’nin tan›m›n›n

nas›l olmas› gerekti¤i belli: Rn[X] grubu 

(r1, ..., rn)Xi

türünden elemanlar taraf›ndan özgürce gerildi¤in-

den, g’yi tan›mlamak için, g((r1, ..., rn)Xi) eleman-

lar›n› belirlemek yeterli. Bu elemanlar da yukarda-

ki eflitlik p = Xi için sa¤lanacak flekilde tan›mlan-

mal› elbet:

g((r1, ..., rn)Xi) = ƒ((r1, ..., rn), Xi).

ƒ’nin dengeli oldu¤unu kullanarak, bu tan›m›n her

r ∈ Rn ve her p ∈ R[X] için

g(r ⊗ p) = ƒ(r, p)

eflitli¤ini sa¤lad›¤›n› kan›tlamak kolay. ■■

Örnek 11. P bir asal say›lar kümesi olsun. Asal

bölenleri P kümesinden olan say›lara P-say› diyelim.

Z(P) = {a/b : a, b ∈ Z, 0 ≠ b bir P-say›}

olsun. O zaman Z(P) bir halkad›r ve 

Z(P) ⊗Z Z(Q) = Z(P ∪ Q)

ve x ⊗ y = xy olur. 

Kan›t: Okura b›rak›lm›flt›r. ■■

Örnek 12. I fi R bir ideal olsun. M ve N iki R-

modül olsun. IM = 0 ve IN = 0 varsay›mlar›n› yapa-

l›m. O zaman, M ve N do¤al bir biçimde R/I-mo-

düller olarak görülebilirler ve

M ⊗R N = M ⊗R/I N

olur. (Yani gerçekten eflitlik olur.)
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Kan›t: Teorem 1’in kan›t›ndan hemen ç›kar.

Nitekim F ve P gruplar›n›n tan›m› her iki durumda

da ayn›d›r. ■■

Örnek 13. R ve S birer halka olsun ve 

ϕ : S → R

bir halka homomorfizmas› olsun. O zaman her sol

R-modül, ϕ sayesinde,

ms = mϕ(s)

formülüyle, bir sol S-modül olarak görülebilir. Ay-

n› fley sa¤ R-modüller için de geçerlidir elbette.

E¤er MR ve RN birer R-modülse, M ⊗S N’nin m ⊗
n eleman›n› M ⊗R N’nin m ⊗ n eleman›na götüren

bir fonksiyon vard›r ve bu fonksiyon örten bir

grup homomorfizmas›d›r.

Kan›t: Uygun elemanlar için,

ms ⊗ n = mϕ(s) ⊗ n = m ⊗ ϕ(s)n = m ⊗sn

oldu¤undan (m, n) a m ⊗ n fonksiyonu S-denge-

lidir. Demek ki istenildi¤i gibi bir grup homomor-

fizmas› vard›r. Bu fonksiyonun örten oldu¤u çok

bariz. ■■

Önemli. M ′ ≤ MR ve RN modüller olsun. O za-

man M ′ ⊗R N ’nin özenle ayr›lt›r›lmas› gereken iki

de¤iflik anlam› olabilir. M ′ ⊗R N grubunu 1) bafl-

l› bafl›na iki modülün bir tansör çarp›m› olarak gö-

rebiliriz, 2) M ⊗R N grubunun 

{m ⊗ n : m ∈ M ′, n ∈ N }

altkümesi taraf›ndan gerilmifl altgrubu olarak gö-

rebiliriz. Yani m ∈ M ′ ve n ∈ N için m ⊗ n elema-

n›n› M ′ ⊗R N grubunda ya da M ⊗R N grubunda

hesaplayabiliriz. Her zaman ayn› sonuç bulunma-

yabilir. Örne¤in R = Z, M = Z, M ′ = 2Z, N = Z/2Z

olsun. Z-modül olarak  M ′ ≈ M oldu¤undan, birin-

ci yorumda, 

M ′ ⊗R N ≈ Z ⊗Z Z/2Z = Z/2Z

elde ederiz, oysa ikinci yorumda,

M ′ ⊗R N = 2Z ⊗Z Z/2Z = Z ⊗Z 2Z/2Z

= Z ⊗Z 0 = 0

elde ederiz. Arada flu› fark var:

2x ⊗ y = x ⊗ 2y

eflitli¤i M ⊗R N grubunda anlaml›d›r ama e¤er x

bir tek say›ysa, ayn› eflitlik M ′ ⊗R N modülünde

anlams›zd›r

Yararl›. M ⊗R N tansör çarp›m›ndan bir G

grubuna bir g homomorfizmas› tan›mlamak için,

g(m ⊗ n) de¤erini tan›mlamak yeterlidir elbet ama

bunun bir iyi tan›m oldu¤unu kan›tlamak kolay ol-

mayabilir çünkü

eflitli¤i olmas›na karfl›n,

eflitli¤i sa¤lanmayabilir. Öte yandan g’yi tan›mla-

mak için illa bunu kan›tlamak gerekmez; 

ƒ(m, n) = g(m ⊗ n)

kural›yla tan›mlanan

ƒ : M x N → G

fonksiyonunun çifte lineer oldu¤unu göstermek ye-

terlidir.

33.. Halka De¤iflmeliyse

E¤er R de¤iflmeli bir halkaysa, her sol R-modül

do¤al bir biçimde (mr = rm tan›m›yla) bir sa¤ R-

modüldür ve her sa¤ R-modül do¤al bir biçimde

bir sol R-modüldür. Dolay›s›yla e¤er halka komü-

tatifse, her M ve N modülü için hem M ⊗R N tan-

sör çarp›m›ndan hem de N ⊗R M tansör çarp›m›n-

dan bahsedebiliriz. Ama bu ikisi izomorfturlar:

Teorem 3. E¤er R komütatif bir halkaysa, o

zaman M ⊗R N ve N ⊗R M tansör çarp›mlar› do-

¤al bir biçimde izomorfturlar ve izomorfizma

m ⊗ n a n ⊗ m

fonksiyonunu geniflletir.

Kan›t: (m, n) eleman›n› n ⊗ m eleman›na götü-

ren 

M x N → N ⊗R M

fonksiyonu dengelidir. Dolay›s›yla tansör çarp›m›-

n›n tan›m›na göre, m ⊗ n eleman›n› n ⊗ m elema-

n›na götüren bir

M ⊗R N → N ⊗R M

grup homomorfizmas› vard›r. 

Ayn› nedenden, n ⊗ m eleman›n› m ⊗ n elema-

n›na da götüren bir

N ⊗R M → M ⊗R N

grup homomorfizmas› vard›r. 

Bunlar elbette birbirinin tersi homomorfizma-

lard›r. ■■

4. Homomorfizma Tansörleri

MR, M′R, RN, RN ′ dört R-modül olsun.

u : M → M′
ve 

v : N → N ′
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iki modül homomorfizmas› olsun. Bu iki homo-

morfizmay› kullanarak, bir

u ⊗ v : M ⊗R N → M′ ⊗R N ′
grup homomorfizmas› tan›mlayaca¤›z. Muhteme-

len okurun da tahmin edece¤i gibi bu homomorfiz-

ma, her m ∈ M ve n ∈ N için,

(u ⊗ v)(m ⊗ n) = u(m) ⊗ v(n)

eflitli¤ini sa¤lanacak. Her ne kadar u ⊗ v fonksiyonu,

eflitli¤ini sa¤lamak zorundaysa da fonksiyonu bu

formülle tan›mlayamay›z çünkü bunun iyi bir tan›m

oldu¤unu bilmiyoruz, yani Σ m ⊗ n = Σ m′ ⊗ n′
eflitli¤ine ra¤men, 

eflitli¤i do¤ru olmayabilir ve bu durumda yukarda-

ki (çok istedi¤imiz) tan›m› yapamay›z. Bu tan›m›

yapmaya hak kazanmak için tansör çarp›m›n ev-

rensel özelli¤ini kullanmal›y›z.

Her m ∈ M ve n ∈ N için,

(u, v)(m, n) = u(m) ⊗ v(n)

kural›yla tan›mlanan

(u, v) : M × N → M′ ⊗R N ′
fonksiyonuna bakal›m. Bu fonksiyonun dengeli bir

fonksiyon oldu¤u besbelli. Tansör çarp›m›n›n tan›-

m›na göre, her m ∈ M ve n ∈ N için,

(u ⊗ v)(m ⊗ n) = (u, v)(m, n) = u(m) ⊗ v(n)

eflitli¤ini sa¤layan bir

u ⊗ v : M ⊗R N → M′ ⊗R N ′
grup homomorfizmas› vard›r.

(u, v) a u ⊗ v kural›, bize,

HomR(M, M′) × HomR(N, N ′) 
grubundan

HomR(M ⊗R N , M′ ⊗R N ′)   
grubuna giden bir fonksiyon tan›mlar. Bu fonksi-

yonun çifte toplamsal oldu¤u çok bariz, yani

(u1 + u2) ⊗ v = (u1 ⊗ v) + (u2 ⊗ v)

ve

u ⊗ (v1 + v2) = (u ⊗ v1) + (u ⊗ v2).

Kolayca görülece¤i üzere, 

(u ⊗ v) I (u′ ⊗ v′) = (u I u′) ⊗ (v I v′) 
eflitli¤i her u, u′ ∈ HomR(M, M′) ve v, v′ ∈
HomR(N, N ′) için geçerlidir.

Not. Yukarda tan›mlanan 

HomR(M ⊗R N , M′ ⊗R N ′) 
grubunun u ⊗ v eleman›yla, 

HomR(M, M′) ⊗Z HomR(N, N′) 

grubunun u ⊗ v eleman› birbirine kar›flt›r›lmama-

l›. Öte yandan, yukarda

(u, v) a u ⊗ v

kural›yla tan›mlanan 

HomR(M, M′) × HomR(N, N ′) 
grubundan

HomR(M ⊗R N , M′ ⊗R N ′)   
grubuna giden fonksiyon çifte toplamsal oldu¤un-

dan, tansör çarp›m›n›n tan›m›na göre,

HomR(M, M′) ⊗Z HomR(N, N′) 
grubunun u ⊗ v eleman›n›,

HomR (M ⊗R N , M′ ⊗R N ′)
grubunun u ⊗ v eleman›na götüren bir grup homo-

morfizmas› vard›r.

5. Tansör Üzerine Modül Yap›s›

R ve S iki halka ve M hem bir sol S-modül,

hem de bir sa¤ R-modül olsun. E¤er her s ∈ S, m ∈
M, r ∈ R için, s(mr) = (sm)r oluyorsa o zaman

M’ye S-R bimodül denir. Bu durumda, parantezler

at›larak smr yaz›labilir. M’nin bir S-R bimodül ol-

du¤unu belirtmek için SMR yaz›l›r.

E¤er R de¤iflmeli bir halkaysa ve M bir sol (ya

da sa¤) R-modülse, o zaman rm = mr tan›m› M’yi

bir R-R bimodül yapar.

Bir önceki bölümü kullanarak flu önemli teore-

mi kan›tlayaca¤›z.

Teorem 4. E¤er SMR ve RN modülleri verilmifl-

se, M ⊗R N do¤al olarak bir sol S-modüldür. Çar-

p›m flöyle tan›mlanm›flt›r:

Kan›t: Verilmifl bir s ∈ S için, u(m) = sm kura-

l›, bimodül tan›m›ndan dolay›, bir R-modül homo-

morfizmas› verir. fiimdi M ⊗R N üzerine s ile çarp-

may› bir önceki bölümde tan›mlanan u ⊗ IdN ola-

rak tan›mlayal›m. Gerisi kolay. ■■

Benzer sonuç MR ve RNS modülleri için de ge-

çerlidir elbet.

Sonuç 5. E¤er R de¤iflmeliyse, M ⊗R N do¤al

olarak bir R-modüldür. Halkan›n bir r eleman›yla

tansör çarp›m›n›n bir eleman›n›n çarp›m› flöyle ta-

n›mlanm›flt›r:
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s m n sm n⊗( ) = ⊗∑ ∑ .

 
r m n mr n m rn⊗( ) = ⊗ = ⊗∑ ∑ ∑ .

   
( ) ( ) ( )u v m n u m v n⊗ ⊗( ) = ⊗∑ ∑

 u m v n u m v n( ) ( ) ( ) ( )⊗ = ′ ⊗ ′∑ ∑



Ve M × N ’den bir P modülüne giden ve 

ƒ(rm, n) = ƒ(m, rn) = rƒ(m, n)

eflitli¤ini sa¤layan her dengeli ƒ fonksiyonu için, 

g(m ⊗ n) = ƒ(m, n)

eflitli¤ini sa¤layan bir ve bir tane 

g : M ⊗R N → P 

modül homomorfizmas› vard›r.

Ayr›ca Teorem 3’teki izomorfizma bir modül

izomorfizmas›d›r. Dahas›, e¤er bir önceki bölüm-

deki u ve v modül homomorfizmalar›ysa, o zaman,

u ⊗ v de bir modül homomorfizmas› olur. 

Kan›t: Birinci k›s›m Teorem 4’ten hemen ç›kar.

Gerisi de çok kolay. ■■

Örnek 14. Örnek 13’e geri dönelim. R ve S bi-

rer komütatif halka olsun ve 

ϕ : S → R

bir halka homomorfizmas› olsun. E¤er M ve N bi-

rer R-modülse, Teorem 4’e ve Örnek 13’e göre, 

M ⊗R N ve M ⊗S N de birer S-modüldür. Bu du-

rumda, Örnek 13’teki örten grup homomorfizma-

s› ayn› zamanda bir S-modül homomorfizmas›d›r. 

Örnek 15. E¤er R de¤iflmeli bir halka de¤ilse,

HomR(M, M′) grubuna do¤al bir (sa¤ ya da sol) R-

modül yap›s› veremeyiz. Öte yandan e¤er R komü-

tatifse, her u ∈ HomR(M, M′) ve her r ∈ R için, 

(ur)(m) = u(mr)

kural›yla tan›mlanan

ur : M → M′
fonksiyonu bir modül homomorfizmas›d›r ve bu

sayede HomR(M, M′) do¤al bir R-modül yap›s›na

kavuflur. Ayn› fleyi HomR(N, N ′) için de yapabili-

riz ve HomR(N, N ′) grubu da bir R-modül olur.

Bu durumda, 

(u, v) a u ⊗ v

kural›yla tan›mlanm›fl olan 

HomR(M, M′) × HomR(N, N′) 
grubundan

HomR(M ⊗R N , M′ ⊗R N ′)
grubuna giden fonksiyon dengeli bir fonksiyon

olur. Bundan ve tansör çarp›m›n›n tan›m›ndan,

HomR(M, M′) ⊗R HomR(N, N′) 
grubunun u ⊗ v eleman›n›,

HomR(M ⊗R N , M′ ⊗R N ′)
grubunun u ⊗ v eleman›na götüren bir grup homo-

morfizmas› oldu¤u ç›kar. Bu grup homomorfizma-

s› ayn› zamanda bir R-modül homomorfizmas›d›r.

Teorem 6. R de¤iflmeli bir halka olsun. M, N

ve P birer R-modül olsun. O zaman M × N ’den

P ’ye giden ve her m ∈ M, n ∈ M, r ∈ R için

ƒ(rm, n) = ƒ(m, rn) = rƒ(m, n)

eflitli¤ini sa¤layan fonksiyonlara çifte R-toplamsal

denir ve bu fonksiyonlar›n kümesinin do¤al bir R-

modül yap›s› vard›r. L 2(M, N; P) olarak yaz›lan

bu R-modül do¤al olarak HomR(M ⊗R N, P) mo-

dülüne izomorftur.

Kan›t: Bu nerdeyse Sonuç 5’in bir tekrar›. 

L 2(M, N; P) üzerine R-modül yap›s›n›n nas›l

tan›mland›¤› bariz olmal›:

(u + v)(m, n) = u(m, n) + v(m, n),

(ru)(m, n) = r·u(m, n).

L 2(M, N; P) modülünün her u eleman› için,

u′(m ⊗ n) = u(m, n)

eflitli¤ini sa¤layan bir ve bir tane 

u′ ∈ HomR(M ⊗R N, P)

eleman› vard›r çünkü u elbette dengelidir. u a u′
fonksiyonunun bir R-modül homomorfizmas› ol-

du¤u belli. Ayr›ca birebir de. Örten oldu¤u bariz

çünkü e¤er u′ ∈ HomR(M ⊗R N, P) verilmiflse, u ∈
L 2(M, N; P) eleman›n›,

u(m, n) = u′(m ⊗ n)

olarak tan›mlamak yeterli. ■■

6. Tansörle Kusursuz Dizilerin ‹liflkisi

Teorem 7. M, M ′, M″, sol R-modüller ve N bir

sa¤ R-modül olsun.

kusursuz (exact) bir dizi olsun. O zaman

dizisi de kusursuz.

Kan›t: v⊗IdN fonksiyonu, M″ ⊗R N grubunu

geren tüm m″ ⊗ n elemanlar›na dokundu¤undan

(çünkü v örten), örtendir. Ayr›ca v I u = 0 oldu-

¤undan,

(v⊗IdN) I (u⊗IdN) = (v I u) ⊗ IdN = 0

olur. Demek ki geriye sadece 

Ker(v⊗IdN) ≤ Im(u⊗IdN) 

önermesini kan›tlamak kal›yor.

B = Ker(v⊗IdN) 

ve 

A = Im(u⊗IdN)

olsun. A ≤ B oldu¤undan, v⊗IdN fonksiyonunu

(M ⊗R N)/A grubundan M″ ⊗R N grubuna giden

bir v homomorfizmas› olarak görebiliriz: v homo-

morfizmas›, (M ⊗R N)/A grubunu geren m⊗n ele-

manlar› üzerine 
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v(m⊗n) = v(m)⊗n.

olarak tan›mlanm›flt›r. v homomorfizmas›n›n çe-

kirde¤i B/A oldu¤undan, A = B eflitli¤ini kan›tla-

mak için, v homomorfizmas›n›n birebir oldu¤unu

kan›tlamak yeterli. Bunun için,

ƒ o v = Id(M⊗RN)/A

eflitli¤inin sa¤land›¤› bir

ƒ : M″ ⊗R N → (M ⊗R N)/A

grup homomorfizmas› bulmak yeterli. ƒ homo-

morfizmas›,

m⊗n = ƒ(v(m⊗n)) = ƒ(v(m)⊗n)

eflitli¤ini sa¤lamal›. Demek ki m″ ∈ M″ verilmiflse,

v(m) = m″ eflitli¤ini sa¤layan her m ∈ M eleman›

için, ƒ(m″⊗n) = m⊗n olmal›.

g : M″ × N → (M ⊗R N)/A

fonksiyonunu flöyle tan›mlayal›m: m″∈ M″ ve n ∈
N ise, v(m) = m″ eflitli¤ini sa¤layan herhangi bir m

∈ M alal›m ve

g(m″ , n) = m⊗n

olarak tan›mlayal›m. g(m″ , n) de¤erinin tan›m› se-

çilen m’ye göre de¤iflmez, çünkü v(m1) = m″ eflitli-

¤ini sa¤layan baflka bir m1 ∈ M al›rsak,

v(m − m1) = v(m) − v(m1) = m″ − m″ = 0

olur, yani m − m1 ∈ Ker v = Im u olur, yani bir m′
∈ M ′ için, u(m′) = m − m1 olur, demek ki,

u(m ′)⊗n ∈ Im(u⊗IdN) = A

olur ve dolay›s›yla

m⊗n − m1⊗n = (m − m1)⊗n = u(m ′)⊗n = 0

olur. Demek ki g iyi tan›ml›d›r. Ayr›ca g’nin den-

geli oldu¤u belli. Tansör çarp›m›n›n tan›m›na göre,

ƒ(m″⊗n) = g(m″ , n) = m⊗n

eflitli¤ini sa¤layan bir ƒ : M″ ⊗R N → (M ⊗R N)/A

grup homomorfizmas› vard›r. Teoremimiz kan›t-

lanm›flt›r. ■■

Sonuç 8. M bir sol R-modül, N, N ′, N″, sa¤ R-

modüller olsun.

kusursuz bir dizi olsun. O zaman

dizisi de kusursuzdur.

Kan›t: Aynen yukardaki gibi. ■■

Karfl›örnek. E¤er u birebirse, u ⊗ IdN birebir

olmayabilir. Örne¤in R = Z, M = Z, M ′ = 2Z, N =

Z/2Z olsun ve u : M ′ → M, u(x) = x olarak tan›m-

lans›n. O zaman u ⊗ IdM = 0 olur. Bir baflka deyifl-

le, 

dizisi kusursuzsa, her N sa¤ modülü için,

dizisi kusursuz olmayabilir. Tensörünün ksuursuz-

lu¤u korudu¤u R-modüllere yass› modüller ad› ve-

rilir.

Sonuç 9. E¤er

ve

dizileri kusursuzsa, o zaman

v ⊗ t : M ⊗R N → M″ ⊗R N″
homomorfizmas› örtendir ve çekirde¤i

Im(u ⊗ IdN) + Im(IdM ⊗ s) 

altgrubuna eflittir.

Kan›t: v ⊗ t = (v ⊗ IdN″) I (IdM ⊗ t) oldu¤un-

dan, v ⊗ t homomorfizmas›n›n örten oldu¤u daha

önceki iki sonuçtan ç›kar. Gene bu eflitli¤i kullana-

rak v ⊗ t homomorfizmas›n›n çekirde¤ini hesapla-

yabiliriz:

z ∈ Ker(v ⊗ t) ⇔ (IdM ⊗ t)(z) ∈ Ker(v ⊗ IdN″)

⇔ (IdM ⊗ t)(z) ∈ Im(u ⊗ IdN″).

Öte yandan, u ⊗ IdN″ fonksiyonunun tan›m küme-

si M ′ ⊗R N″ grubudur ve 

IdM′ ⊗ t : M ′ ⊗R N → M ′ ⊗R N″
örtendir. Demek ki

Im(u ⊗ IdN″) = Im((u ⊗ IdN″)I(IdM′ ⊗ t))

= Im(u ⊗ t)

olur ve “z ∈ Ker(v ⊗ t)” kofluluyla “öyle bir a ∈
M ′ ⊗R N var ki, (IdM ⊗ t)(z) = (u ⊗ t)(a)” koflul-

lar›n›n eflde¤er olduklar› görülür. 

b = z − (u ⊗ IdN)(a) 

olsun. O zaman,

(IdM ⊗ t)(b) = (IdM ⊗ t)(z) − (IdM ⊗ t)(u ⊗ IdN)(a)

= (IdM ⊗ t)(z) − (u ⊗ t)(a) = 0

olur, yani b ∈ Ker(IdM ⊗ t) = Im(IdM ⊗ s) olur.

Dolay›s›yla,

z = b + (u ⊗ IdN)(a) ∈ Im(IdM ⊗ s) + Im(u ⊗ IdN)

bulunur. ■■

7. Direkt Toplam ve Tansör Çarp›m›

(Mi)i∈I bir sa¤ R-modül ailesi ve (Nj)j∈J bir sol

R-modül ailesi olsun. O zaman,

((mi)i∈I , (nj)j∈J) a (mi ⊗ nj)j∈J, i∈I

kural›yla tan›mlanm›fl 
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ƒ : (Πi∈I Mi) × (Πj∈J Nj) → Πi∈I, j∈J (Mi ⊗R Nj)

fonksiyonu, elbette, dengeli bir fonksiyondur. Do-

lay›s›yla, tansör çarp›m›n›n tan›m›ndan dolay›,

(mi)i∈I ⊗ (nj)j∈J a (mi ⊗ nj)j∈J, i∈I

kural›yla tan›mlanm›fl bir

(Πi∈I Mi) ⊗R (Πj∈J Nj) → Πi∈I, j∈J (Mi ⊗R Nj)

grup homomorfizmas› vard›r.

Bu grup homomorfizmas›, her ne kadar en do-

¤al biçimde tan›mlanm›flsa da, birebir ya da örten

olmayabilir. (Al›flt›rma. Bourbaki, Algèbre, AII say-

fa 189, ex. 2.)

fiimdi, Πi∈I Mi ve Πj∈J Nj modüllerinin,

⊕i∈I Mi ve ⊕j∈J Nj

altmodüllerini ele alal›m. O zaman, 

(⊕i∈I Mi) ⊗R (⊕j∈J Nj) → (Πi∈I Mi) ⊗R (Πj∈J Nj)

do¤al grup homomorfizmas›n› elde ederiz. Bunun

yukardaki grup homomorfizmas›yla bileflimini

al›rsak,

(⊕i∈I Mi) ⊗R (⊕j∈J Nj) → Πi∈I, j∈J (Mi ⊗R Nj)

homomorfizmas›n› elde ederiz. Ama bariz bir bi-

çimde bu homomorfizman›n imgesi,

⊕i∈I, j∈J (Mi ⊗R Nj)

altmodülünün içinde olur. Demek ki

g : (⊕i∈I Mi) ⊗R (⊕j∈J Nj) → ⊕i∈I, j∈J (Mi ⊗R Nj)

homomorfizmas›n› bulduk. g, yukarda tan›mlanan

ƒ’nin k›s›tlanmas›d›r:

g((mi)i∈I ⊗ (nj)j∈J) = (mi ⊗ nj)j∈J,i∈I

Teorem 10. Yukarda tan›mlanan

g : (⊕i∈I Mi) ⊗R (⊕j∈J Nj) → ⊕i∈I, j∈J (Mi ⊗R Nj)

homomorfizmas› bir izomorfizmad›r.

Kan›t: G = ⊕i∈I, j∈J (Mi ⊗R Nj),

M = ⊕i∈I Mi ve N = ⊕i∈I Ni

olsun. G ’den M ⊗R N ’ye giden ve

g I h = IdG ve h I g = IdM⊗RN

eflitliklerini sa¤layan bir

h : G → M ⊗R N

fonksiyonu tan›mlayaca¤›z. h’yi tan›mlamak için,

her i ∈ I ve her j ∈ J için,

hi,j : Mi ⊗R Nj → M ⊗R N

fonksiyonlar›n› tan›mlamak yeterli. hi,j’yi tahmin

edildi¤i gibi en do¤al biçimde tan›mlayal›m: 

µi : Mi → M ve νi : Ni → N

do¤al gömmelerse,

hi,j = µi ⊗ νj

olsun. O zaman 

(h I g)((mi)i ⊗ (nj)j) = h(g((mi)i ⊗ (nj)j))

= h((mi ⊗ nj)i,j) 

= (hi,j(mi ⊗ nj))i,j

= ((µi ⊗ νj)(mi ⊗ nj))i,j
= (µi(mi)⊗νj(nj))i,j
= (mi ⊗ nj)i,j.

Ayr›ca,

(g I h)((mi ⊗ nj)i,j) = g (h((mi ⊗ nj)i,j)

= g (Σi,j hi,j(mi ⊗ nj))

= g (Σi,j (µi ⊗ νj)(mi ⊗ nj))

= g (Σi,j (µi(mi) ⊗ νj(nj)))

= g (Σi,j (mi ⊗ nj))

= g ((Σi mi) ⊗ (Σj nj))

= g((mi)i∈I ⊗ (nj)j∈J)

= (mi ⊗ nj)j∈J,i∈I

olur. Kan›t›m›z bitmifltir. ■■

8. Tansör Çarp›m›n›n Birleflme Özelli¤i

9. Homomorfizmalarla Tansör Çarp›mlar›

10. Tansör Cebiri

11. Simetrik Çarp›m

12. Alterne Çarp›m
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